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Habdr az egyetemi tanulmanyaink alatt viszonylag széleskoér(i matematikai
ismeretek keriilnek ataddsra, azok gyakorlati haszndlhatésdga sokszor nem
teljesen egyértelm(, vagy csak késdbbi tanulmdanyok soran kertilnek el8. Raadasul
a mérnoki gyakorlatban a kiilénb6z8, analitikus mddon  térténd
feladatmegoldasok igen korilményesek, bonyodalmasak lehetnek, minden
er6feszitést egy olyan pontossagu megoldasért téve, melyre igazabdl nem is
biztos, hogy van sziikség. A matematikai ,,korrekt megoldds’” helyett elég s(ir(in
mondjuk azt a vald életben, hogy a kapott eredmény nem 100%-ban pontos, de a
célnak megfeleld. Hasonlé elv mentén keriiltek megalkotdsra a kiilénb6z6
numerikus mddszerek, melyeknek kivdn megdgyazni ez a targy/jegyzet. Azokat az
eseteket szintén ide kell vennink, melyeknek matematikailag nem
meghatdrozhaté a megolddsa, viszont valamit mégis ki kell taldlni (példaul
végeselemes, véges térfogatos szimulacidk esetén).

Az egyes numerikus mddszerek |ényege, hogy az egzakt, olykor igen bonyolult és
muveletigényes matematikai megoldds helyett egy aritmetikai egyenletekbdl
felépiil6 algoritmus segitségével a pontos eredményt csak megkdzelitsiik
valamilyen pontossaggal. A numerikus mddszerek alapvetéen — miutan mar
megértettliik ket — igen egyszer(inek tlinhetnek, viszont az elengedhetetlen,
hogy megértsiik az egyes mddszerek matematikdjat is: vagyis hogy miért tehetjiik
meg azt, hogy numerikus mddszerekkel oldjuk meg a feladatainkat.

Természetesen a numerikus mddszerek esetében sem feltétleniil fenékig tejfel az
élet, hiszen minél pontosabban szeretnénk kodzeliteni a megolddsunkat, annal
nagyobb muveletszamra van sziikségiink, és ez példaul szimuladcidk esetében akar
igen hosszadalmas folyamat lehet. Zardjelben meg kell jegyezni, hogy ezekkel a
szimulaciokkal még mindig jobban jarunk a legtobb esetben, mintha a szimulalt
jelenségeket valés méréseknek vetnénk ald. Ahhoz, hogy a késdbbi
tanulmanyaink sordn megjelend szimulaciés eszk6zok (FEM, VEM, CFD ...)
érthetébbek legyenek, a félév soran kezdésként megnézziik azt, hogy numerikus
algoritmusok haszndlata soran milyen hibakkal kell szamolnunk, mi okozza &8ket,
milyen hatasa lehet a végeredményre, hogyan terjedhetnek tovabb. A tovabbi
fejezetek 3 f8 témakdrbe sorolhatdk:

- GoOrbeillesztési eljarasok
- Numerikus derivalds és integralas
- Optimalizacids eljarasok.

Maga a numerikus médszereknek a szakirodalma ma mdr igen kiterjedt, foleg az
angolszasz jegyzetek és kdnyvek kozott nagyon sok gyakorlat-orientdlt kiadvanyt




lehet talalni. A legtobb jegyzet jellemz&je, hogy az elméleti attekintés soran nem
igen taglaljak az egyes algoritmusok elméletét. Tekintve, hogy egy B.Sc.-s 3.
féléves tantargyrdl beszéliink, igy a tantargy tematikdjdnak és témakoreinek
meghatdrozdsa sordn azok Kkeriltek &sszegy(jtésre, melyek a mérnoki
gyakorlatokban a leggyakrabban fordulnak el8. Természetesen el&fordulhat,
hogy valaki sosem taldlkozik majd ilyen problémakkal, és mérnoki élete soran nem
fog kitérni a 4 alapmdivelet blivk6rébdl, viszont az is lehetséges, hogy ennél sokkal
komplexebb problémakkal kell megkiizdenie nap mint nap.

Szintén a gyakorlati alkalmazhatdsag miatt esett a valasztds az Excel programra,
mellyel az egyes példdk demonstrdlasa torténik. Ha MATLAB-ot nem is fog
mindenki hasznalni élete soran, Excelt szinte biztosan. Raadasul az Excelbdl
sokkal tébb is kihozhatd egyszer( tabldzatokndl és alapfliggvények haszndlatanal
(Iasd: http://www.excelunusual.com/), f6leg ha a VBA hasznalata is ismert. Ez
utébbi alapjainak elsajatitasdra nem feltétleniil van lehetdség drai keretek kdzott,
ezért egyrészt az elsd féléves Szamitdstechnika targyra tdmaszkodunk, illetve
Pusztai P4al: Excel Programozas (SZIE - 2014) elektronikus jegyzetének autodidakta
atolvasasa er6sen ajanlott. A félév utdn remélhetdleg a targyat teljesitok az Excel
sokkal szélesebb korben vald alkalmazdsdra lesznek képesek, akar sajat
fliggvények irdsaval.

Természetesen a félévhez j6 szérakozast kivanok!



http://www.excelunusual.com/

A numerikus mddszerek olyan eljdrdsok, melyek egy matematikai probléma
megoldasat nem az egzakt mdédon, hanem kozelitéssel, véges szamu [épések
végrehajtasdval adja meg egy eldre meghatdrozott pontossaggal. Habar
egyszer(ibb szamitasok akdr szamoldgépen is kivitelezhetdk, a legtébb numerikus
modszer megoldasahoz szamitégépre van sziikség. Mindezek ellenére sok
esetben még igy is gyorsabb megoldast szolgdltatnak az egzakt mddnal, tekintve
hogy egyszerl aritmetikai mliveletekbdl tevédnek 6ssze, és sok esetben limitalt
végrehajtassal.

A numerikus mddszerek alatt 3ltaldban egy er8s matematikai hattérrel
rendelkezd algoritmust értiink, mely tulajdonképpen nem mds, mint egy olyan
egyértelmi utasitdsrendszer, mely a meghatdrozza a felhaszndlt mliveletek
tartalmat és sorrendjét, és megfelel§ kiindulé adatokbdl a kivant eredményt
szolgdltatja. Ekkor jon a képbe a ,,megfelel6ség” fogalma. Mivel egy-egy
numerikus médszerrel csak kdzeliteni tudjuk az egzakt megoldést, ezért szemben
a matematikai végeredménnyel, itt meg kell elégedniink annak csak valamekkora
pontossaggal valé kozelitésével. Raadasul, ha eleve csak kozelitiink, akkor
kiléondsen fontos lesz a bemend adatok pontossaga, hiszen egy valamekkora
szoérassal rendelkezd adathalmaz nagymértékben tudja befolydsolni az
algoritmus pontossagat. Errdl a kovetkez6 fejezetben lesz sz6 részletesebben. A
masik probléma, hogy mivel csak kozelitjik a pontos megoldast, tisztaban kell
lenniink azzal, hogy annak mekkora a hibdja, és az milyen mddon tudja
befolydsolni a végeredményiinket. Ehhez el8sz6r tekintsiik at a kiilénb6zd
hibatipusokat, azok forrasait és tovaterjedésiiket!

A modellalkotas sordn szamos lépés vonhat magaval hibageneraldst. A modell a

valdsdg valamilyen mddon térténd leképzése, leegyszer(sitése, igy ez

mindenképpen bele fog keriilni a szamitasainkba. Sok esetben pedig pont a hiba

az, ami lehetdvé teszi egy matematikai modell egyenletének megolddsat. Egy

modellalkotasi folyamat soran a kévetkez6 hibdk merilhetnek fel: [1]

1. Modellhiba

- Avaldsag és a kozelitd modell leegyszertisitésébdl szarmazd hibat nevezziik
modellhibanak. Példaul egy statikai modell esetén azt feltételezziik, hogy a
terhelt rud végtelenil merev, és nem mozdul el, pedig tudjuk, hogy nagyon
is deformalédik, ebbdl addddan el is tud mozdulni.




2. Mérési hiba

- Eztaz Altalanos Jarm(igéptan 6ta talan nem kell részletezni, hogy mivel egy
mérésben szamtalan zavaré tényez6 jelenik meg, igy abba mindig csiszhat
hiba. Ezért tudjuk nagyon jdl, hogy ,,egy mérés nem mérés”.

3. Képlet hiba

- Egy képlet kezelhet8ségének érdekében torténd egyszerisitése soran
(példaul egy Fourier sornak nem végtelen sok tagjat hasznaljuk, hanem csak
az elsd 3-at), ekkor képlet hibardl beszélink.

4. Diszkretizacids hiba

- A numerikus mddszerek/eljarasok sajatja, mivel ilyenkor folytonos
figgvényeket  racsfliggvénnyel,  derivdltat  differenciahdnyadossal,
integraltat pedig szorzatdsszeggel kozelitjik.

5. Kerekitési és abrazolasi hiba

- A szamitdgépbe bevitt adatok abrazoldsa soran a bindris logika miatt az
adatok torzulhatnak, ekkor keletkezik az abrazolasi hiba. A szamitasok soran
alkalmazott kerekitésekbdl szarmazd hibdk pedig a kerekitési hibat adjak
(példdul a T szdm abrdazoldsdhoz a vildg 6sszes hattértara sem lenne elég,
ezért kerekiteni kell annak értékét).

6. Kiértékelésihiba

- Az elkészitett, lefuttatott modell idénként konvergdlt, pontosnak tiné
eredményt ad, de a peremfeltételek megaddsa, a modell 8sszetev8inek
definidldsa, kilonb6zd hatdsok figyelembe vétele sordn elkdvetett hibak
miatt az eredmény mégsem pontos, amelyet a kiértékelés soran vagy
észleliink, vagy nem. Az észlelt hiba természetesen lehet elfogadhatd vagy
nem elfogadhatd, jelenléte miatt a valdsdgtdl mégis eltérd eredmény
sziiletik.

Az egyes modellalkotasi Iépéseket és a kozottiik eléfordulé hibaforrasokat a 1.

abra szemlélteti.
Tudom

¢ Modellhiba modell

*mérési hiba «Képl e diszkretizacios ekerekitési, * Kiértékelési
eplet hiba abrézolsi hiba
hiba hiba
Valés
Prob

1. dbra: A modellalkotds és az egyes lépések kdz6tti hibaforrdsok [1]




Altaldnos célokra a tizes szamrendszer hasznalata terjedt el. Ezt taldn nem is kell
tulmagyarazni, de biztonsag kedvéért az ebben a szamrendszerben kifejezett
szamok a kovetkezdképpen épiilnek fel:
642 = [6*10% + 4 = 101 + 2 % 10°],,
Persze az egyszer(iség érdekében (féleg nagyon nagy és nagyon kicsi szamok
esetén) alkalmazzuk a tizes szamrendszerben felirt szamok normal alakjat a
kovetkezd formaban:
+d,,dyd; ...dy *10%, 1<d; <9, 0<d,,ds,...,d,, <9
Példaul: 642 = 6,42 * 102
ahol az elsé tag a karakterisztika, a mdsodik a mantissza (mds néven exponens).
Ezt viszont mar els6 félév Sta tudjuk, hogy ezt az alakot nem csak normal alaknak
hivjuk, hanem lebegdpontos dbrdzolasként is hivatkozhatunk ra. Illetve fontos
megemliteni, hogy a magyar és angol (kilfoldi) abrazoldsa a normdl alaknak és
altaldban véve a szamoknak tartalmaz egy aprd, mégis igen bosszantd
kiildnbséget: mig itthon a tizedesvesszd az ténylegesen egy vesszd, addig szinte
mindenhol mashol pontként kezelik, amib8l adédéan minden programozasi
nyelvben, és a legtébb szoftverben, ha egy tizedes tortet vesszdvel irunk be, azt
a program nem tudja értelmezni. Csak a mdka kedvéért persze vannak olyan
szoftverek is, melyek egyes modulokon beliil egyszer az egyik, mdsszor a mdsik
beviteli médot alkalmazzdk, csak hogy érezziik a tor6dést.

A szamitdgépeken beliil viszont az igaz/hamis logikdbdl kbvetkez8en nem a tizes
szamrendszer, hanem a kettes (binaris) szamrendszer keriil felhasznaldsra. Ahogy
mar ezt kivaldan tudjuk ekkor a jol bevalt szamunk a kévetkez8képpen irhatd fel:
642 =[1%2°+0%28 +1%27 +0%2°4+0%2>+0+2*+0%234+0x22+1
* 21 4+ 029,
vagyis a bindris alak: 642 = [1010000010],

A szintén elterjedten alkalmazott a szdmitdstechnikaban a 16-os szdmrendszer.
Most mar konzekvensen:
642 = [2%16% + 8% 161 + 2 * 16°],4 = [282]4,
Mivel itt egy karakter 16 szamot jelenthet, igy a 0..9 szadmjegyek mellett
megjelennek a bet(k is A-tdl F-ig, vagyis példaul:
30 =[1*16Y+ 14 % 16°],4 = [1E] 44

A 16-0s szamrendszer elsdre kicsit felvagdsnak tlinhet, alkalmazdasanak oka, hogy
ez tulajdonképpen a kettes szdmrendszer kiterjesztése, hiszen 2* = 16, vagyis




minden kettes szamrendszerben felirt szdmnégyesre jut egy digit 16-os
szamrendszerben. Példaul D = [1101], vagy 9 = [0101],.

Mivel a szamitégépek csak véges szamu digitet képesek tarolni és megjeleniteni,
igy a szdmokat oly mddon érdemes tdrolni, hogy az csak egy adott (fix)
mennyiség(i digitet haszndljon erre a célra. Ennek kovetkeztében a
szamitdstechnikaban alapvetden két fajta dbrazolds terjedt el: a fixpontos és a
lebegbpontos szadmadbrazolds. Az els6 esetben a szdmok tarolasakor
meghatdrozasra kerll, hogy hdny tizedesjegyet szeretnénk tarolni, példaul:
4,0000; -129,1012; 0,0023. Ekkor a 4 tizedesjegy akkor is felhasznaldsra kertil, ha
egész szamot akarunk eltarolni. A lebeg8pontos abrazolas esetén pedig
meghatdrozott szamu digiteket tarol a karakterisztikabdl, igy példaul:

4%10% —1,2910 = 10%; 2,3000 %1073

Altalanos alakban a lebeg8pontos szdmabrazolds barmilyen szdmot a kévetkezd
alakban ad meg:

(=15 M pk (2.1.)

ahol S az elgjel, M jel6li a mantisszdt, p pedig az alapot, tovdbba k a
karakterisztikdt. Tovabbraisigaz, hogy 1/p <M < 1.

Eltérd architektirdk esetén mas és mas lebegdpontos abrazolasi mddot
alkalmazhatunk. Jelenleg az Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEEE)
altal definidlt IEEE 754 szabvany a mérvadd, mely mar egy 30 éves szabvany. Ezzel
egy 32 bites (egyszeres pontossagu) szamot a kdvetkezdképpen alkalmazhatunk:
[2]

szam = (=1)5 (1. M)(2+1%7) (2.2.)

Az el8jel 1 bit hosszusagu, értéke pedig 0 pozitiv szamok esetén, 1 negativ szamok
esetén. Ezutdn kovetkezik a 8 bit hosszlsdgu karakterisztika, mely kijeldli a
kettedes pont helyét a szamban. Legtobbszor nullpontd vagy tobbletes formaban
taroljak. Amennyiben a karakterisztika mezé k bit hossztsagu, akkor az eltolasi
érték e = 2871 — 1. Egyszeres pontossag esetén ez: e = 127.

A kdvetkezd a mantissza, ami 23 bit hosszisagu és egy egészre normalt tortszam.
Elsd szamjegye mindig 1, amely bitet nem tdrolja a formatum, csak a tortrészt. Az
eltarolt szam a kdvetkez8képpen szamithato ki:

szam = (—1)5 (1 + M)(2%1%7) (2.3.)

ahol S az eldjelbitet jeldli, M a mantisszat, k a karakterisztikat és végiil e az eltolast.
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A mantissza szdmdra fenntartott bitek szama a szamabrazolds pontossagat
hatarozza meg, mig a karakterisztika mérete az dabrdzolhaté szamok
nagysagrendijét. [2]

Példa:
Melyik szamot jelenitettliik meg 32 biten a kdvetkez6 alakban:
110000110 10100000000000000000000 ?

Megoldas:
Az el6bbi gondolatmenet alapjan (mondhatnank trividlisan):
s=1
k = 10000110, = 134,
M = 0.101, = 0,625,
igy:
x=—-1,625%27 = —1,625* 128 = —208

Vagyis a kezdeti csuf-gonosz szam mogott a -208 bujik meg.

Mérnoki gyakorlatban mind a mérés, mind a modellalkotds, szimulacid-kiértékelés
soran a keletkezett eltérést, hibat valamilyen mdédon szdmszer(siteni kell,
fliggetlenll a hiba keletkezésének forrasatdl. A hibaszamitds elvégzésére
alapvetden két hibatipust alkalmazunk: az abszolit és relativ hibat. Ha a
mért/szamitott adatot X jeldli, a pontos adatot pedig x, akkor a két hiba a
kovetkezdképpen adhatdé meg:

Abszolut hiba:

Sg=x—% (2.4.)
Relativ hiba:
abszolut hiba § X —X .5.
5r= YT =—= , x#0 (25)
valds érték X X

Amennyiben a valds érték mégis o lenne, akkor a relativ hibat nem értelmezziik.
Altalaban véve a relativ hibanak nagyobb gyakorlati jelentésége van, mint az
abszolut hibdnak, ezért legtobb esetben a relativ hiba szamitasa torténik meg.

11



2.1. Példa

Vegylink két esetet: el8szor elektromos dramerdsséget mériink, amire X; =
0,004 A, mig avalds érték x; = 0,005 A. Amasodik esetben fesziiltséget mériink,
ahol a mért érték X, = 1315 V, mig a tényleges érték x, = 1331 V. Mekkora az
abszolut és relativ hiba a két esetben?

Megoldas:
Abszolat hibdk:
8q1 =x1 — X%, =0,0054—-0,004A=0,0014
gy =X, — X, =1331V —-1315V =16V
Ugye, hogy mennyivel kisebbnek tlinik a 0,001 A, minta 16 Va mért kiilénbségben?
De nézziik csak meg, hogy mit jelent ez a relativ hibak tiikrében!

X, —% _0,0054—0,0044

= = =02
Or1 Xy 0,005 A 0,
5. X2~ F 1331V 13151/_0012
I 1331V v

Tehat mig az dramerdsség esetében a 0,001 A abszolut hiba az 20%-os relativ
hibanak felel meg, addig a fesziiltség mérése esetében a 16 V abszolut hiba az csak
1,2%-0s relativ hibat jelent. Ezért nem mindegy, hogy ha az ember eggyel, vagy 50%-
kal kevesebb pofont kér, akkor mennyi az a szam, amibdl kiindulunk.

Hibahatar

Ha egy-egy eltérésre vagyunk kivancsiak, akkor az abszolit hiba ad erre
valamekkora megkdézelitést, de ha mar tobb eset dtlagara vagyunk kivancsiak,
célszer(i az abszolut hiba abszolut értékét venni, igy kikiisz6bdlve, hogy a pozitiv
és negativ tagok kilissék egymadst. A kovetkezd felmertil§ kérdés, hogy mi az az
abszolut hiba, ami még belefér az adott szamitdsba, és melyik az, amelyik nem?
Mig az abszolut hiba alsé értéke egyértelmdien zéré lehet, addig a felsd hatar akar
végtelent is felvehet, igy érdemes egy felsd korldtot bevezetni, az igynevezett
hibahatart:

[0l =x—%| <« (2.6.)

Meg kell jegyezni, hogy a akdrmennyire is joképl, nem fog becslést adni az
abszolut hiba értékére, csak egy limitet ad. Hasonléképpen tudunk egy hibahatart
definidlni a relativ hibak értékére:

|x — jZl (27)

oyl = <
16,1 =~ <8
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Az egyes hibdak tipusainak megismerése utan a kdvetkezd kérdés az, hogy ezek a
hibdk hogyan ,fejlddnek” tovabb, ezzel hogyan befolydsoljdk egy
szamitas/szimulacié végeredményét. Tekintve, hogy a numerikus szamitasok
soran nagyrészt Osszeaddsi/kivondsi és szorzdsi/osztdsi mlveletek kerilnek
végrehajtasra, a vizsgalt hatdsok egyértelmlien meghatdrozhatdk lesznek.

A kovetkezdkben tegyik fel, hogy X; és X, a valds x; és x, értékek kozelitései.
Ezen parosok abszolut és relativ hibai:

[6a1] < aq; 10a2] < az; 101 < By1; 16021 < B (2.8.)

A fels6 hibahatar az abszolut hibdra vonatkoztatva 6sszeadas és kivonas esetén
az egyes abszolut hibahatdrok 6sszege/kiilonbsége lesz:

18a| = 1(xy £ 22) = (R £ %) < a1 + (2.9.)
A relativ hibdk esetében masképpen fog terjedni a hiba:
X1Xy — X1 X
16| = 1X2 — X1X <Bi+B, (2.10.)
X1X2

Ez kdnnyen beldthatd, hiszen ha mondjuk leegyszer(isitve a problémat két
mennyiség Osszeszorzasanak relativ hibdjat szeretnénk szamolni, akkor a
kovetkez8képpen jarnank el:

16,| = X1X — X1 %5 _ [¥aX2 ~ [x1 — (8a1)][x2 — (642)] _ (2.11.)
" X1X2 X1Xo
_ —(841)(Ba1) + (8a1)x2 + (842) x4
X1X2

Ez utolsé kifejezésben pedig nyugodtan élhetlink azzal a kozelitéssel, hogy
—(841)(641) = 0, hiszen 6sszehasonlitva a masik két taggal, ennek nagysagrendije
sokkal kisebb. igy pedig azt kapjuk, hogy:

|6r| — (5a1)X2 + (5a2)x1 — (5a1) n (5a2) < (5611) " (5612) (2.12.)
X1X3 X1 X5 X, X,
< B+ 5

Ezzel tulajdonképpen hirtelen felindulasbdl be is bizonyitottuk igazunkat.
Hasonldképpen — de most nagy megkdnnyebbiilésre bizonyitas nélkil — osztasra
arelativ hibaterjedés a kdvetkez6képpen alakul:

_ x1/Xy — X1/%,

(2.13.)
16, = /% < B+ B2
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Amliveletek elvégzése soran két esetben egy viszonylag egyszer(i miivelet is nagy
pontatlansaghoz vezethet:

- kis nagysagrendd szdmmal térténé osztas

- két majdnem egyenld szdmmal torténd kivonas.

Természetesen, ha ez utdbbi kivonds egy tort nevezdjében torténik, akkor
kénnyen az elsd esethez vezethet. Vegyiink példaul két szamot, melyeket
jelolienek S; és S,, tovdbbd lebegbponti abrazoldsukban az elsé k digit
megegyezik:

FL(Sl) = 0, dldz ...dkak+1 ...am X 10p
FL(Sz) = 0, dle ...dkbk+1 bm X 10p

Minél magasabb k értéke, természetesen S; és S, anndl inkdbb egyenl8k lesznek.
A kivonds utan a kévetkezd alakot kapjuk:
FL(FL(S;) — FL(5;)) = 0, Cjpq - Cpy X 10P7K

ahol ¢y 41 ... Cp @z (Ag41 — bg41) - (@ — byy) kivondsok eredményei. Igaz, elsére
ijesztdnek tlinhet a kifejezés, de ha kozelebbrél megnézziik, rajéhetiink, hogy
kifejezetten baratsagos, hiszen nem tértént mds, minthogy a mantissza m - k
elemre cs6kkent az eredeti S; és S, szamokhoz képest, ahol m részbdl 4llt a
mantissza, k elem pedig kvazi kiesett. Ezzel viszont nagymértékben felerdsitjiik a
kerekitési hibat, mely innentdl fogva befolydsolni fogja a szamitdsunkat. Ez a
hatas elimindlhatd, ha a problémat atgondoljuk. Nézzlink erre egy példat!

2.2. Példa

Legyen adott a kdvetkezd mdasodfoku egyenlet: x% 4+ 50x + 4 = 0, melynek
gyokei: x; = —0,080128411 és x, = —49,91987159.
Megoldas:

Mar jél tudjuk, hogy a masodfokl egyenletek megoldasara van egy jél bevalt
képletiink:

—b +Vb?% — 4ac
X1,2 =
’ 2a

Ebben az esetben b? > 4ac, vagyis a gyok alatti részrél elmondhatd, hogy:
gy g g

Vb? — 4ac = b. Vagyis x; szamitdsakor majdnem egyenl8 szdmokat vonunk ki
egymdsbdl, ami példaul egy 4 digites lekerekités esetén a kdvetkezd hibat adja:
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—50,00 + /50,002 — 4(1,000)(4,000) _ —50,00 + 49,84

FL = = —0,060
(1) 2(1,000) 2,000 ’
llletve hasonldképpen a masik gyok:
—50,00 — /50,002 — 4(1,000)(4,000) —50,00 — 49,88
FL(x,) = = = —49,94
2(1,000) 2,000
Ezekre az értékekre a relativ hibak nagysaga:
x, — FL(x
16,4 = % = 0,2503 = 25,03%
1
x, — FL(x
16| = % = 0,0004 = 0,4%
2

Vagyis x4 joval nagyobb relativ hiba értéket fog produkalni, mint x,, hiszen ott a
két kézel egyforma szamot 6sszeadjuk és nem kivonjuk egymdsbdl, igy ott ez nem
okoz problémat. Az igazi baj viszont, hogy ugyanazon képlet ugyanazon
problémara tud adni 0,4% vagy 25% relativ hibat, amire még egy ilyen egyszer(
esetben is tekintettel kell lenntink.

Hogy urrd legyiink a kadoszon, kozelitsink masképp a feladathoz. A
megolddképlet mellett azt is tudjuk (elvileg), hogy az ax?+bx+c=0
egyenletet kielégiti a x;x, = c/a. Ha FL(x;) értékébdl kiindulva szamitjuk
FL(x,)-et, akkor:

c 4,000

FL(x,) = - = 0,080
(1) = FLe) ~ (1,000)(—49,94)

Ekkor a relativ hiba:
x, — FL(x
16,1] = b = FLGDL 0,0016 = 0,16%
|1
Vagyis egy drasztikus javulast (24,87%) értiink egy végteleniil egyszer(i javitassal
az eredeti szamitasi mddszerhez képest.

A numerikus mddszerek tulajdonképpen olyan elére meghatarozott algebrai és
logikai matematikai mlveletek meghatdrozott sorrend(i elvégzését jelenti, amivel
egy adott probléma analitikus médon térténd egzakt megolddasa helyett annak
kozelitd megoldasat adja ki. Ezen utasitasrendszer, melyek adott miveletek
tartalmat és sorrendjét egyértelmlien meghatdrozzak, és adott kiinduld
adatokbdl a keresett eredményt adjak ki, algoritmusoknak nevezziik.
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Az algoritmusok leirdsahoz pedig a leghatékonyabb leirasi mddszer a program
kdddal valé bemutatds. A kéd tartalmazza a bemeneteket (input), a sziikséges
miveleteket és a kimeneteket (output). Altaldban véve kétfajta irdsjelet
haszndlnak az algoritmusok leirdsdban: az aktudlis |épés befejezését a pont (.)
jeloli, mig ha az adott Iépés még mindig folyamatban van, azt pontosvesszével (;)
jelolik. Egy algoritmust stabilnak neveziink, ha a bemené adatokban bekdvetkez6
kis véltozds a végeredményben (output) is kis valtozdst idéz eld. Ellenkezd
esetben az algoritmus instabil.

Egy iterativ mddszer alatt az olyan folyamatokat értjiik, melyek taldlgatdassal
kezdddnek, majd a probléma megoldasat szukcessziv approximacidval szamolja
egészen addig, mig a kozelités kielégitd nem lesz. Az ilyen iterativ mddszerek
felhaszndlasa igen sokrétl lehet, algebrai egyenletek megoldasatdl kezdve az
egyenletrendszerek megolddsan 3t egészen a differencidl egyenletek
megolddsan kivil szdmos alkalmazdsa létezik. Ezen jegyzet (és az erre a targyra
épulé Jarmimérnoki Matematika tantdrgy) ilyen mddszerek bemutatdsat, és
azok alkalmazhatdsagat taglalja.

Az iterativ mddszerek egyik legfontosabb kérdése a ledllitasi feltétel. Két
mddszert hasznalunk dltaldban:

1. amikor egy megszakitdsi feltétel igazzd valik
2. amikor egy maximum iterdcids Iépésszamot elériink.

Elvileg a ledllitasi feltételnek ellendriznie kell, hogy szdmitott approximacié az
eldre definidlt tolerancian beliil van-e. Gyakorlatban viszont a pontos érték nem
mindig all rendelkezésre, igy a ledllitdsi feltétel sokszor az egyes iterativ Iépések
altal szamolt értékek kozotti valtozads nagysaganak egy bizonyos tliréshatdron
beliil-lév6ségét tudja csak ellendrizni. Idedlis esetben az algoritmus viszonylag
gyorsan megfelel az els§ tipusu feltételnek. Ha ez nem igy lenne, akkor pedig
muszdj beallitani egy maximalis Iépésszamot, enélkil 6rokké futna a kddunk.

2.3. Példa: [3]

Nézziink egy matematikai példat! Kozelitsiik e ™% értékét hét tizedesjegyig, € =
1076 tolerancigval!

Megoldas:

Hatarozzuk meg az elsé n + 1 tagot Maclaurin sor hasznalataval, melyet az
f(x) = e* figgvényre irunk fel egy n-ed foku Taylor polinommal:

n
1 i
To() = ) =x
i=0
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Ha az et szeretnénk kozeliteni ezen egyenlettel a legkisebb lehetséges n
felhasznalasaval, akkor:

le™ =T, (=2)| <e

Ez lesz egyben a ledllitasi feltétel is.
A megoldé algoritmus ekkor a kdvetkez8képpen épithetd fel:

Bemenet: x=2,e=10"% N =20
Kimenet: e~ 2 kdzelitése & pontossaggal, vagy ,,hiba” lizenet
1. 1épés Allitsunk be kezdetben: n = 0

2. lépés Tval =e™*
Term =1 Valds érték
Psum = 0 Kezdeti 6sszeg
Sgn=1 Véltakozé elSjel kezdeti

bedllitdsa
3. lépés Whilen < N,do Lépés 3

— Lépés 5
4. 1épés Psum = Psum + Sgn * Term/n! Ledllitasi feltétel
Stop
5. lépés n=n+1 n frissitése
Sgn = —Sgn ElGjel
Term = Term x x Term frissitése

6. lépés Output(failure)
Stop
Vége

A hét tizedesjegy pontossidggal megadva: e”% = 0,1353353. Ha a maximum
iteraciok szamat 20-nak, igy valdszinlleg hibalizenettel fog megallni a program,
mivel ennyi Iépés alatt nem biztos, hogy sikertil a hibahataron beliil kerilni. Ha a
kozelités és pontos érték kozotti kiilonbség mégis kisebb lenne, mint az eldirt
tolerancia, a ledllitasi feltétel szerint megdllitasra keriilne a program. Ekkor a
kimenetek: n és e ™2 kozelitése. A programot, ha kiprébaljuk MATLAB-ban, vagy
Excel VBA-ban (késébb erre is sor kerdl), akkor kidertl, hogy 14 iteracids 1épés
sziikséges a ledllitasi feltétel eléréséhez, vagyis n = 13. Ekkor a kézelitd érték:
e~? = 0,1353351, ami §, = 0,2 * 107° abszolut hibat jelent a pontos értékhez
képest.
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Az alap iterativ mddszerek ismétl6d6 behelyettesitéseket hasznalnak. Példaul ha
van egy f(x) figgvénylnk, és x, kezdeti értékiink, akkor x4, x5, ... X, 41 értékeit a
kévetkezd modon tudjuk generalni:

Xpe1 = f(Xn) (214.)
n=20,1,2, .., és x, értékek ismertek.
A lefutds szempontjdbdl nagyjabdl 3 lehetdség van:

- aziterdcio gyors (itemben konvergdl
- aziterdci6 lassu Gtemben konvergal
- aziterdcié nem konvergal.

Az, hogy miképp fut le a program, nagymértékben fligg olyan tényez6ktdl, mint
a f (x) figgvény jellege vagy xo kezdG6érték.

Vegyiink egy {x,} sorozatot, mely x-hez konvergdl. Ekkor az n-edik iteracids
1épésnél az abszolut hiba értéke:
Sgn=x—x,, n=012,..
Ha létezik egy olyan R szam és egy K konstans, amire:
1) 2.15.
Bl (245
n-o |5, |
akkor azt mondjuk, hogy az iterdcids algoritmus konvergencia ratdja R. Két

alapvetd konvergencia tipust kilénbdztetlink meg egymdstdl: a linedrist és
négyzetest. A konvergencia linedris, ha R = 1, vagyis:

0 .16.
|n+1|=K¢O (2.16.)

lim

n—oo |5n|

A konvergencia négyzetes, ha R = 2, vagyis:

[67411 _ (2.17.)

lim =K=+0

n-o |82
A konvergencia rata nem mindig integer szam. Ha vessziik példaul a felez6

mddszert, annak a konvergencia rataja % (1++5) = 1,618.[3]
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2.4. Példa: [3]
Hatdrozzuk meg a kdvetkez6 probléma konvergencia ratdjat:
1
x‘n+1 = <§> xn, n= 0’1’2’ ey ‘xO = 1

Megoldas:

n
Mivel han — oo, akkor x,, = (%) - 0, természetesen x = 0 hatdrral. Ekkor az n-

edik |épésnél az abszolut hiba:

]\ 1
bun=x =1 =0-(3) ==(3)

El6sz6r nézziik meg, mi torténik, ha R = 1. Ekkor ha felhasznaljuk (2.15.)
egyenletet, akkor:

n

1 n+1
1nsal _ “(7) _1.,
" 2

2
Vagyis mivel R = 1-re mlkddik az algoritmus, és linedrisan konvergal. Innentdl
fogva mivel R értéke kielégiti a (2.15.) egyenletben megfogalmazott kritériumot,
mas értékeket nem is kell megvizsgalni.

SR
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A kiilonb6zd8 valds mérndki problémak sordan a legtdbb esetben valamilyen
forrdsbdl szarmazé bejovd adatokat kell feldolgozni, kiértékelni, illetve ezek
alapjan megallapitani az adott rendszer, eszkdz, modell viselkedését. Az egyik
jellemzd tulajdonsadga ezen adatoknak, hogy leggyakrabban valamilyen mérés
végrehajtdsa soran generalédnak, vagyis valamilyen fizikai mennyiségek
kvantitativ kiértékelése soran tudunk hozzajutni. igy példaul egy dramlé kdzegnek
tudjuk mérnia sebességét, nyomasat, hdmérsékletét, és ismerve anyagjellemzdit,
illetve az rendelkezésre all6 dramlasi teret, megdllapithatjuk a tdmegaramot.
Hasonléképpen egy dramkdrben mérve a fesziiltséget és dramerdsséget tudjuk
szamitani az dramkor ellenalldsat, vagy éppen egy ismert karakterisztikaju rugé
kinyuldsabdl/6sszenyomdédasabdl tudunk erét mérni. Mindegyik esetben két
dolog lesz szembedtld: az egyik, hogy csak ritkdn, szerencsés esetben tudjuk
kozvetleniil azokat a paramétereket mérni, amire tényleg sziikséglink van; a
masik, hogy mivel emberek végzik/tervezik a méréseket, igy a hiba kédolva van
benne (ezért is szlletett meg a j6l ismert ,,egy mérés nem mérés” szalldige).

Az viszont szinte biztos, hogy az egyik legjobb kiindulasi pont, ha ezen adatokat
azonnal dbrazoljuk egy célszerlien megvalasztott diagramon, hogy lassuk, a
vizsgdalt paraméterek milyen mdédon viselkednek; linedris, parabolikus jelleg(ek,
exponencidlis vagy normal eloszldstak, esetleg teljesen sztochasztikusak. Es ha
mar ott vagyunk, hogy van egy diagramunk benne a mért adatokkal, akkor azok
osztalyozdsat végezhetjik tudomadnyos alapon. Ezen fejezet célja annak
bemutatdsa, hogy a bejévé adatokra, mért pontokra milyen médon tudunk
valamilyen egyenest, gorbét, vagyis fliggvényt illeszteni, vagy legalabbis hogyan
tudjuk ezeket a legjobban leirni matematikailag.

Itt mar fel is hivnam a figyelmet a fejezet egyik legfontosabb tanulsagara: a
rendelkezésre 3ll6, derékszogl koordindta rendszerben 3brazolt pontokhoz
kétféleképpen tudunk fliggvényt illeszteni:

- regresszidval
- interpolacidval.

A regresszid kiotlése Francis Galton nevéhez fliz6dik (most mar tudjuk ki all a
hattérben), és jelentése: visszatérés az atlaghoz. Lényegében véve a regresszié
nem mas, mint annak a vizsgalata, hogy az eredményvaltozé mily médon fiigg az
Un. magyardzd valtozok alakuldsatdl. Sok ilyen példat lehetne felhozni:




e hogy hogyan alakul egy repiil6tér forgalma az egy f6ére esd GDP
fliggvényében,

e hogyan valtozik egy motor dltal leadott nyomaték a fordulatszdm
fliggvényében,

e hogy hogyan nd az esélye az elégtelentdl kiilénbdzd jegyek
megszerzésének a tanult Ordk fliggvényében Mérndki Szamitasok
targybdl.

Természetesen ezek csak kiragadott példak, mert alegtobb esetben nem csak két
valtozd szerepel egy problémaban, igy a repiiltér forgalma nem csak a GDP-tdl
figg, befolydsolja az elhelyezkedés, éghajlat, turizmus, ..., a motor esetében
befolydsold tényezdk a hasznalt izemanyag mindsége, terhelés, ..., tanuldsnal
pedig hat... az tényleg csak egyvaltozds feladat.

A cél, hogy regresszidszamitdssal két vagy tobb véletlen vdltozd kozotti
kapcsolatot prébdljuk meg modellezni. Alapvet6en két fajta regresszié tipust
kiildnboztetiink meg egymastdl: a linedrist és a nemlinedrist.

Igen fontos megérteni, hogy a regressziészamitas jellegébdl addddan, akar
linedris akar nemlinedris kozelitést alkalmazunk, csak egy koézelités lesz, vagyis a
célfiggvénynek nem kell 3atmennie az alappontokon. Természetbeni
kilénbségiiket a 2. dbra szemlélteti.

4
—‘--~\
3,5 -~ S
Interpolacio
3 "-“ b
4 ~

0 0,5 1 1,5 2

2. dbra: Ugyanazon alappontok linedris regresszidval vald kézelitése és
interpoldcioval vald gorbeillesztés alkalmazdsa kdzétti kiilénbség bemutatdsa
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Altaldnossdgban véve elmondhatd, hogy regressziét nagy szdmu vagy széréssal
rendelkezd adathalmaz esetén, illetve amikor a bemend adatok karakterisztikdja
elére ismert (ldsd nyomatékgorbe) érdemes alkalmazni.

A regresszid legegyszer(ibb formaja a linedris regresszid, vagyis amikor tudjuk,
hogy az adatok linearisan névekvd vagy csdkkend jelleget mutatnak. Ez a mérnoki
alkalmazdsok sordn igen stir(in el6fordulé probléma, mivel igen szeretiink lineadris
rendszerekkel foglalkozni. A linedris regresszié feladata, hogy megtalalja azon
egyenes képletét

y=aqx+ag (31

alakban, mely a legjobban illik az n darab alappontra: (x1,y1), ..., (Xn, Yn)-re.
Ehhez elsd kdrben érdemes megjeleniteni az adatokat egy derékszog( koordinata
rendszerben, hogy szemrevételezzéssel is meggydz8djiink rdla, hogy az adatok
linedris jelleget mutatnak. Ha ranézésre latszik példaul, hogy az adatok kobos
jellegliek, a linedris regresszié tovabbra is miikédni fog, de az eredménye
hasznalhatatlan.

\y

3. dbra: Linedris adathalmaz a kezdeti hibdkkal [3]

A feladatunk, hogy a, és a, értékét ugy hatarozzuk meg, hogy az egyenes és az
alappontok kozotti tavolsdg (hiba) a lehetd legkisebb legyen. Ezt a hibat a
abszolut hibaként a kdvetkez6képpen definidlhatjuk egy tetszéleges x; pontban:

e; =y; — (a1x; + ap) (3.2.)

Ezen egyes hibdk kerililnek kiszamitasra a teljes értelmezési tartomanyon a
legjobb a, és a, értékek meghatarozasa érdekében.
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De hogyan dontjik el, melyik a legjobb megolddas? Lathatjuk, hogy az abszolut
hibak szdmitdsanal nem vettink abszolit értéket, igy ha ezen értékeket
Osszeadogatjuk, a negativ és pozitiv eldjell hibdk kioltva egymdst abba a hamis
illzidba engednek, hogy a megolddsunk pontos, pedig ez korant sincs igy. Ennek
kikliszobdlése érdekében két dolgot tehetiink: vagy vessziik az abszolut értékét
a hibaknak és ugy 6sszegezziik 6ket, vagy pedig négyzetre emeljiik Sket és ugy
végezzik ez a szummdzast. Mindkét esetben a hibdk egymast kioltd hatdsa
megsz(nik, és a végeredmény mindig pozitiv szam lesz. Viszont az elsd esetben
nem feltétlenil kapunk egyértelm(i megolddst ugyanazon pontokra, mivel ha
megoldjuk kbvetkezd egyenletet:

n n
E=Dei= ) Iy (@ +ap) (53)
i=1 i=1

akkor példaul a kdvetkez6 esetben (Iasd 4. dbra) a 4 alappontra a szaggatott és
folytonos vonallal jel6lt egyenesek is megoldast jelentenek.
AY

X
»
>

4. dbra: Két linedris illesztés ugyanakkora 6ssz-abszolut hibdval

Ennek kikiisz6bolésére terjedt el a leginkdbb a hibak négyzetének 6sszegzése,
mely igen meglepd mddon a legkisebb négyzetek mddszere nevet kapta:

n n
E= et =) Iy — (i +a)l (4)
i=1 i=1
Ez a mddszer az dsszes eddigi elényt magdba foglalja:

- akilonbdzd eldjeld hibak nem ttik ki egymast,

- az 6sszhiba mindig pozitiv lesz,

- egyértelmii megoldas taldlhatd a, és a, értékére,

- kis hibdk négyzete még kisebb lesz, igy kisebb sllyal szerepelnek, mint a
nagy hibak, melyeknek négyzete pedig sulyosabb, igy sokkal pontos
kozelités kivitelezhetd.
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A linedris legkisebb négyzetek mddszerének megoldasa:

A cél tovadbbra is egy olyan y = a;x + ay egyenlet keresése, mely a legk6zelebb
fekszik (xq,¥1), ..., (xn, ¥n) alappontokra, és minimalizdlja a (3.4.) egyenletben

leirt sszhibat. Tekintetbe véve, hogy E 6sszhiba a;-tdl és a,-tdl fL‘lgg, méghozzd
OE
nemlinedris médon, igy adddik, hogy ott van minimuma, ahol — es 5. ertéke
QAo
nulla lesz, vagyis:

> Y Gl — (@ + a)l) = 0 (55

—= —ZZ —(a1x;+ag)]=0- ;[yi —(a1x;tag)] =0

aao

E két egyenletet kifejtve és dtrendezve a kovetkezd egyenletekhez jutunk,
melyeket megoldva megkaphatjuk a; és a, értékét:

(5o (S-S

i=1 i=1 i=1
n (3.6.)

n
nagy + (2 xi> a, = Zyi
i=1 i=1

Bevetve a Cramer szabalyt a megoldas pedig:
_ (B )i y) — By x) iy xiy)
n(ZyxF) — (Bax)’
_ nQin xy) — Qi x) Qi vi)
n(Ziyxf) — (SLax)’

Habar a (3.7.) egyenletek elég rettenetesen néznek ki, ez csak azért van, mert nem
kapasbdl Excellel gondolkodunk. Nézziink ra egy példat:

(3.7)

3.1. Példa

Feladat:

Elektrotechnika laboratériumi mérésiink soran azt tapasztaljuk, hogy egy
elektromos fogyasztd ellendllasa a kévetkezdképpen alakul annak h8mérséklete
fliggvényében:
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x [°C] 0| 10,0 20,0| 30,0| 40,0 50,0, 60,0 70,0| 80,0| 90,0 100,0

y[Q] | 27,6| 31,0| 34,0| 37,0| 40,0| 42,6| 455| 48,3| 51,1| 540| 56,7

Természetesen mindezt azért tettiik, hogy demonstradljuk azt a tényt, hogy az
ellendllas névekszik a hdmérséklet fliggvényében. De nem is ez a Iényeg, hanem
hogy keressiik meg ennek az adathalmaznak a linedris egyenesét, mely a
legkisebb hibat adja!

Megoldas:

Hozzuk hozzd létre a kovetkez6 tadblazatot, ahol a mar jél ismert képleteket
alkalmazzuk:

4
L Linearis Regresszid példa
o 2
- B xv Ellendllas vs Homérséklet
3 0 27,6 [i} 0
4 10,0 31,0 100,0 310,0 60
E 20,0 34,0 400,0 680,0 s0
6 | 30,0 37,0 900,0  1110,0 o
7 40,0 40,0 1600,0 1600,0 2 y=0,2881x + 28,123
8 | 50,0 42,6 25000 21300 g0
E 60,0 455  3600,0  2730,0 w2
10 70,0 48,3 4900,0 33810 0
11 80,0 51,1  6400,0  4088,0 ,
12 90,0 54,0  8100,0  4860,0 o 20 20 60 I, 100 20
13 100,0 56,7 10000,0  5670,0 Héméresklat
14 550,0 467,82 38500,0 26559,0
15
(16 IS 3 x 38500 550 A
17 I X n = 550 11 = 121000 121000
i
19 a, = D,/A = 0,288091
20 I T x 26559,0  550,0 D,
21 Ty n = 467,8 11 = 34859 Megoldds:y = a;x + a5 = 0,288091x + 28,12273
22
2 IBES ¥ xy 38500,0 26559,0 D, a,= DA = 28,12273
24 I T Ty = 550,0  467,8 = 3402850

Természetesen a cél az lenne, hogy a sziirke celldkba ne kézzel irjuk be a szamokat
(azt barmelyik félkegyelmi tudja), hanem hogy ezen a helyeken képletek
dolgozzanak helyettiink. Ne felejtsiik el alkalmazni G17, G21 és G24 celldkban a
matrix determindnsat szamito fliggvényiinket!

Haillesztiink egy egyenest a pontokra az Excel beépitett gorbeillesztdjével, akkor
csodak csoddjara ugyanazt fogjuk visszakapni, mint amit mi is szamitottunk, ezzel
is igazolva 6nmagunkat.



3.2. Példa

Feladat:
Az el6z6h6z hasonldan tovabbra is az Elektrotechnika laborban sertepertélve a
kovetkezd fesziiltség — daramer8sség adatokat sikerilt kimérni:

x [mV] 100 120 140 160 180 200
y [mA] 0,45 0,6 0,6 0,7 0,8 0,9

Csak ugy, mint az el8bb, hajtsunk végre linedris regressziot!

Megoldas:

Ugyanazon analdgiaval, mint az el8bb, hozzuk létre a kbvetkezd tablazatot:

i Linedris Regresszid példa

v ymal - Milliamper vs Millivolt

3 100 0,45 10000 45 1,00

4 120,0 0,55 14400,0 66,0 £ 0,80

5 140,0 0,60 19600,0 84,0 z_§ 060 ///
3 160,0 0,70 25600,0 112,0 s y = 0,0041x + 0,0476

7 180,0 0,80 324000  144,0 0 o . o 1 .
8 200,0 0,85 40000,0 170,0 willivolt

9 200,0 3,05 1420000  621,0

10

11 I3 5 x 142000 900 A

12 IR n = 900 6|= 42000

13

14 a;=Dy/A= 0,00407

15 B I x 621,0  900,0 D,

16 Sy n = 4,0 6 = 171 Megoldas: y =a;x + ap= 0,004071x +0,047619
17

18 7 X T Xy 142000,0 621,0 Dz ap=D,/A= 0,04762

el sx Ty -| 9000 4,0 - 2000

Szintén ellenbrzésképpen érdemes illeszteni egy gorbét, megnézni sikeriilt-e a
szamitasunk.

3.3. Példa

Feladat:

A linedris regresszié mellesleg nem csak pontokra valé egyenes illesztésére
alkalmas, de akar tdlhatdrozott egyenletrendszer megoldasara is bevethetd.
Tegylk fel, hogy 6 ember 6 kiilonb6z8 linedris egyenletre eskiiszik, és nekiink kell
megtaldlni az arany kdzéputat. A 6 egyenlet a kdvetkez6:

2x+y=-1
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x—3y=—4%

x+4y =3
3x—2y=-6
—x+2y=3
x+3y=2

Megoldas:

Feladatunk bonyolultnak tiinik, de igazabdl pont olyan kénny(, mint eddig volt.
Ahhoz, hogy ezt beldssuk, nem kell mast tenni, mert a két valtozd egyiitthatdit
kigy(jteni egy tablazatba a konstansokkal egyiitt, és a kdvetkezd mddon (tablazat
szerint) végrehajtani a linedris regressziét, hogy visszaallhasson a béke a
galaxisban:

1]
2 a b c a’ ab b? ac bc
3| 2 1 1 4 2 1 2 1
4 | 1 3 4 1 3 9 4 12
5 | 1 4 3 1 4 16 3 12
6 | 3 2 6 9 6 4 .18 12
7 | 1 2 3 1 2 4 3 6
8 | 1 3 2 1 3 9 2 6
9 |
10 )3 7 5 3 17 2 43 22 47
1]
12 5 a’ 5 ab = 17 2 = 727 x egylitthatoja:
13 Fab 3 b 2 43 A X=D,/A= -1,17194
14
15 Y 3 ac 5 ab = 22 2| = 852
16 3 be 3 b a7 43 D, v egyiitthatéja:
17 y=D,/A= 1,03851
18 [ 3a’ ¥ ac - 17 22| = 755
19 Fab 5 be 2 47 D,

A két megkapott érték (ez esetbe x és y) pedig az Gsszes egyenlethez
legkdzelebbi egyenlet egyiitthatdit adja ki.

3.1.2 Nemlinedris adatok linearizalasa

Ha az adatok kozo6tt kapcsolat nem linedris, akkor kétféleképpen jarhatunk el:
vagy polinomidlis regressziét hajtunk végre (ldsd kovetkezd fejezet) vagy az
adatokat valamilyen mddon linedrissd vardzsoljuk 3at, melyet aztan
felhaszndlhatunk egy linedris regresszi6hoz. A nemlinedris adatok
linearizalasdhoz alapvet8en hdromféle fliggvényt haszndlhatunk: exponencialis
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fliggvényt, hatvany fliggvényt és hanyados fliggvényt. A kdvetkez§ alfejezet ezt
a harom technikat mutatja be.

Az exponencidlis fliggvény természetesen a kdvetkezd alakban irhatd fel:
y = ae’ (3.8.)
ahol a és b konstansok.

Mivel az exponencidlis fliggvény derivaltja a fliggvény konstans kitev6jének
szorzatdval vett flggvényhez tér vissza, igy ez a technika els8sorban olyan
mennyiségek valtozasdnak leirdsara haszndlhatd, melynek megvaltozasanak
aranya egyenesen ardnyos a mennyiséggel magaval, mint példaul a radioaktiv
bomlas, vagy éppen a langterjedési sebesség Vibe modellel leirva.

Exponencidlis fliggvény Hatvany fliggvény Hényados fliggvény
Ay 4 Ay
1 g i =i =
bx
=ae o b
Y P=ak y =x/(ax + b)
a
X X X
(a) (b) (c)
4 Iny 4 logy t 1y

Ina loga

v
v
A

5. dbra: A hdrom linearizdlé fliggvény gérbeillesztéshez: a, d — exponencidlis; b, e -
hatvdny; ¢, f - hdnyados

A linearizalashoz nem kell mast tenni, mint a (3.8.) egyenlet természetes alaput
logaritmusat venni a kévetkezd mddon:

Iny =bx+1Ina (3.9.)

igy az In'y dbrédzolasa x fiiggvényében egy egyenest fog adni b meredekséggel és
In a metszési ponttal, ahogy az 5. abra a és d diagramja mutatja.
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A masodik fuggvényiink a hatvany fiiggvény, melynek alakja nem szabad, hogy
meglepetést okozzon:

y = ax” (3.10.)

ahol a és b szintén konstansok. A linearizdlashoz az egyenlet 10-es alapu
logaritmusat vessziik:

logy = blogx +loga (3.11.)

vagyis logy értékét logx fliggvényében kell abrazolnunk, hogy egy b
meredekség(i, loga metszéspontl egyenest kapjunk, ahogy 5. dbra b és e
diagramja is mutatja.

A hanyados fliggvény pedig végiil a kovetkezd alakban irhatd fel:

X
Y= ax+b (312.)
Szintén a és b konstans értékek.
Ezt a fliggvényt a kovetkez8képpen alakitjuk at reciprokat véve:
1 1
y =b (;) +a (3.13.)

vagyis az 1/y megjelenitése 1/x fliggvényében toérténik ahhoz, hogy b
meredekségli és a metszéspontu egyenest kapjunk, ahogy az 5. dbra c és f
diagramja szemlélteti.

Természetesen nagyon sok olyan eset van, amikor a linedris regresszié nem
mikodik, mivel a bemend adatok egyértelmlen parabolikus, kdbds... jelleget
mutatnak. Ezekben az esetekben érdemes alkalmazni a polinomialis regresszidt.
Ha a 3.1.1 fejezetet kiterjesztjiik n darab pontra: (x4, y1), ..., (X, ¥), melyekre egy
m-ed foku polinomot szeretnénk illeszteni a kdvetkezd alakban:

Y =amX™ + a1 X+ o+ ayx? + agx + q (3.14.)

akkor az 6sszhiba a kovetkez6 formaban irhatd fel:
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n
E = Z[yi — (@ x™ + Ay x™ o+ ax? + agx + ag)]? (3.15.)

i=1
Az egyltthatdk (an, ..., a1,aq) hasonléan hatdrozhaték meg, mint a linearis
esetben, vagyis egyesével derivalnunk kell velik E értékét, a derivaltakat pedig

nulldval egyenldvé tenni, hogy a minimumhelyeket meghatarozhassuk:

n
0E
%a -2 Z[yi = (™ + Ay x™ 4+ ayx® + agx + ag)] =0
0

i=1

n
0E
— 2 Z{xi [yi = (@mx™ + 1 x™ 1+ -+ ayx? + a;x + ap)]} =

day i=1
n
oF (3.16.)
ﬁ = —ZZ{XLZ [yi - (amxm + am—lxm_1 + ot aZx2 +ax+ ao)]} =0
2 i=1
— — Z{x = (@ X™ + Ay XM+ apx% + aix + )]} = 0
6am

Ezt a roppant egyenletrendszer szintén atalakithaté m + 1 linedris egyenletté

melyek igy megoldhatdk lesznek a,y,, ..., a,, a,, ag egyitthatdkra:

n

e ($ oo (3o +(z ) 5

i=1 i=1 i=1
n

- (317.)

EXONCRICS

i=1 i=1 i=1

n

(2o (&) ()

i=1 i=1

n n

(S (S oo (S (S-S

i=1 i=1 i=1

Persze a gyakorlatban m értéke ritkan megy 2 vagy 3 folé, de (3.17.) egyenletek
tulajdonképpen tetsz6leges m értékére megoldast szolgaltatnak.
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3.4. Példa
Feladat:

Adott a kovetkez6 adatsor:

1,20 1,50 1,80 2,60 3,10 4,30 4,90 5,30

4,50 5,10 5,80 6,70 7,00 7,30 7,60 7,40

5,70 6,40 7,10 7,60 8,60 9,20 9,80

< [ X |< | X

7,20 6,90 6,60 5,10 4,50 3,40 2,70

lllessziink ra parabolikus (mdsodfoku) polinomot!

Megoldas:
A masodfoku polinom egyenlete:
y = ax? + a;x + a

igy az 8sszhiba:

n
E =) [y — (@ + ayxi + a)l?
i=1

Ennek a minimalizélasat kell elvégezniink. Mivel itt m = 2, igy (3.17.)-bdl
szerencsére csak 3 egyenlet marad meg:

n n n
nagy + <Z xi) a, + (Z xf) a, = Zyl-
i 1 i=1

i=1 i=
n n n n
(Z xi> ap + (Z x12> a, + <Z xl3> a, = Z X;Yi
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
(Z xf) ap + (Z xf) a, + <Z xf) a, = Z xl-zyi
i=1 i=1 i=1 i=1

igy pedig egy Excel tdbldban a koévetkez8 formaban tudjuk megoldani a
problémat:
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2 i y X x x xy X'y
3 1,20 4,50 1,44 1,73 2,07 3,40 6,48
4 1,50 5,10 2,25 3,38 5,06 7,65 11,48
=R 1,80 5,80 3,24 5,83 10,50 10,44 18,79
LR 2,60 6,70 6,70 17,58 45,70 17,42 45,29
T 3,10 7,00 9,61 29,79 592,35 21,70 67,27
8 4,30 7,30 18,49 79,51 341,38 31,39 134,98
9 4,90 7,60 24,01 117,65 576,48 37,24 182,48
10 5,30 7,40 28,09 148,88 785,05 35,22 207,27
11 5,70 7,20 32,49 185,19 1055,60 41,04 233,93
12 6,40 6,50 40,96 262,14 167772 44,16 282,62
13 7,10 6,60 5041 357,91 2541,17 45,86 332,71
14 | 7,60 5,10 57,76 438,98 3336,22 38,76 254,58
15 8,60 4,50 73,96 636,00 5470,08 38,70 332,82
16 | 59,20 3,40 84,64 778,69 7163,93 31,28 287,78
17 5,80 2,70 96,04 941,19 9223,68 26,46 255,31

2

18 3 Sy= yx'= 5= yx'= Sxy= IxXy=
149 79,10 87,80 530,15 4004,50 32331,49 437,72 2698,37

21 530,15 79,10 15,00 2= 87,80
22 B 4004,50 530,15 79,10 »Ey= 437,72
23 | 32331,4% 4004,50 530,15 Exzy: 2698,37
2

2 0,032 -0,016 0,002 a;= -0,20
26 A= 0,385 0,181 0,016 a= 1,54
27 0,978 0,385 0,032 ag= 2,78
28

29 Yzazx2+ﬂix+ dn

Ezekkel az egyitthatdkkal a kdvetkezd mddon fogja koézeliteni a kiindulasi
pontokat a parabolank:




0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00

8,00 8,000
7,00 7,000
6,00 6,000
5,00 5,000
4,00 4,000
o y=-0,2x2 +1,94x + 2,78 o
2,00 2,000
1,00 1,000
0,00 0,000
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00

Ugyanilyen médon kivitelezhetd a kobos, vagy magasabb rendd regresszid is.

Avéges kiildnbségek a numerikus analizisek egyik elengedhetetlen, legfontosabb
alapjat képezik, igy erre fog épiilni a gorbeillesztés, adatok simitdsa,
késdbbiekben pedig numerikus differencidlas és integralds. Nézziik meg elméleti
oldalrdl, hogy mirdl is van szd.

Tegylk fel, hogy van egy folytonos y = f(x) flggvényilink, és adott
Xg, X1, X2, ..., X, €rtékek az x értelmezési tartomdanyon, melyekre igaz, hogy x, <
x < x,. EbbdI kiindulva az ezen a tartomanyon értelmezett f(x) fliggvény a
kovetkez§ altalanos jelolési értékekkel rendelkezik:

x f(x)

Xy f(xg)

X f(x;)

X, £(x,)

Xno1 r-(!':n—])

Xn f(x,)

1. tdbldzat: xy < x < x,, tartomdnyon vett fliggvény f (x) értékek dltaldnos
jel6lése
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Legyen x; €s x; két, nem feltétlenll egymast kévetd értékei az x intervallumbdl.
Ekkor, az elsd osztott differencidt a kdvetkezdképpen irhatjuk fel:

(x) — f(x))

f
Flan) == (318
Hasonldan a masodik osztott differencia:
x;, x; ) — f(x;, x
f(xil xj; xk) = f( . ]) f( ! k) (3‘19')

Xi — Xk
Hasonldan definidlhatnank a harmadik, negyedik... differencidkat is.
Az osztott differencidkat dltaldban egy differencia tabldzatban jelenitjiik meg,

ahol minden differencia két el6z8 érték kozé kertiil beirdsra, ahogy a kdvetkezd
tablazat is szemlélteti ezt:

X f(x)
Xo fxg)
(xg %)
X, fi(x,) fixg x,%5)
F(xy.%5) F(xg, X1, X3, X3)
X, fi(x,) fxg, x5, x5)
f (X5, X5)
Xy fxy)

2. tdbldzat: Osztott differencidk felirdsa f (x) fliggvényre

Mivel eddig ez elég kodos lehet, nézziink ra egy példat!

3.5. Példa

Feladat

Adjuk meg a differencia tablazatat a kdvetkezd x értékekre: 0, 1, 3, 4, 7, 9 az aldbbi
fliggvénynek: y = f(x) = x3 és az els6tél a 4 osztott differenciait.

Megoldas

Létrehozzuk a lenti tablazatot. Az els6 oszlop tartalmazza az x értékeit, a masodik
oszlop az f(x) fluggvény értékeket, a harmadiktél a hatodikig pedig a
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differencidkat. Az el6bb mar leirt képlet segitségével a kovetkez6képpen
szamithatjuk pl. az els6 osztott differenciat:

1-27
1-3 = 13
a masodik osztott differencia pedig:
37 —93
=3—7 = 14
Es igy tovabb, a harmadik differencia:
4-8
i
Végiil pedig a negyedik:
1-1
oz "

Es ime a tdblazat (érdekes megfigyelni, hogy a 3. osztott differencidk mar
azonosak, mig a 4. mdr ki is nullazédik):

Fiiggvény Osztott differencia
x| fo) =%  Esé Masodik | Harmadik | Negyedik
0 0
1
1 1 4
13 1
3 27 8 0
37 1
4 64 14 0
93 1
7 343 20
193
9 729

Nézziik meg, hogyan lehetne altaldnositani ezt a mddszert.

Altaldban véve ezt az x értékek egyenld tdvolsdgra vannak egymastdl vagyis
ekvidisztdns kiosztassal rendelkeznek. Ebben az esetben a differencidk szintén
egymast kovetd értékek. Rdadasul a nevezbk is azonosak lesznek, igy azokat ki
lehet ejteni. Ebben az esetben a differenciak csak a fliggvény kiilonbségeiként
allnak eld.

Széval, ha a kilénbség allandd az x értékei k6z6tt, akkor egy teljesen atlagos xy,
érték felirhaté a kdvetkezdképpen:

Xy = %9 +kh aholk=---2,-1,0,1,2, ... (3.20.)

Ez alapjan kifejezhetjiik az els§ differencidkat, ha bevezetjik A kiilénbség
operatort:
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Afie = frer = fr (3.21.)

Ehhez hasonldan a masodik differenciak:

A fi = AAfi) = Afyesr — O (3.22.)
és dltaldnossagban pozitiv egész n értékekre:
Afi = A i) = A fipy — AT (3.23.)
A kiilonbség operator persze megfelel a kitev6k szabalyanak, vagyis:
AT (AT fi) = AT (3.24.)

Ez alapjan az Uj differencia tablazat a kovetkez6képpen irhaté fel:

Fiiggveny Osztott differencia
X ‘ flx) = x° Elsé ‘ Misodik | Harmadik | Negyedik
Xg fy
Af,
. o A’f
0
AEI A_‘IU
X3 fy .
A%f, A,
At A%,
h s A’
Af,
X, f,
xn l-I'I

3. tdbldzat: Differencia tdbldzat dltaldnos felirdsa

3.6. Példa

Feladat:
Adottak a kdvetkezb x értékek: 1,2,3,4,5,6,7,8.

Ezeken az el6z8 jébarat f(x) = x3 fiiggvényt értelmezziik, és keressik a
differencidkat!

Megoldas:

Megalkotva a differencia tablazatot a mar ismert médon konstatalhatjuk, hogy a
3. differencidk ismét egyenldk, a 4. differencidk pedig o-k lesznek.




Fiiggvény Differenciak
R S A . S O
T T T
.

2 2 8 12
19 6

3 3 27 18 0
37 6

4 4 64 24 0
61 6

5 5 125 30 0
91 6

6 6 216 36 0
127 6

7 7 343 42
169

8 8 512

Amennyiben binomidlis eloszlast néziink:
n
(j) = frr1 — fr

Ekkor a (3.23.) képlet mddositva a kévetkezé formaban irhaté fel:

n nn—1) et
A" fie = fran — Misn—1 +Tfk+n—2 + -+ (D" i
+ (=D"fx
Ez felirvak = 0,n = 1,2,3,4 értékekre baratsagosabban néz ki:
Afo=fa—-f

A fy=fo—2fi + fo
Nfy=f;=3fHL+3fi—fo
A*fo = fa—4f3 + 6f, — 4f1 + fo

A faktoridlis polinomok a kévetkez6képpen definidlhatdk:
)™ =x(x—1)(x=2)..(x —n+1)
1
x—1Dx—-2)...(x—n)
Ha ismét haszndljuk A kiilénbség operatort, akkor:
A(x)™ = (x)(-D

()™ =

(3-25.)

(3.26.)

(3-27.)

(3-28.)

(3-29.)
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A()™™ = —p(x)-D

Eléfordul, hogy egy polinomot érdemes faktoridlis polinomként kifejezni. Pont
ezért is foglalkozunk most ezzel. Az atalakitdshoz a Maclaurin sorba-fejtést kell
alkalmaznunk:

Pn(x) = ag + a; ()P + a, ()@ + - + a, ()™ (3.30.)
ahol is az a;, egyiitthatdkat kell meghatarozni. Ehhez az elsd 6sszefliggésiink x =
0-ra adddik:

ao = pn(0) (3.31.)
Az a, egyltthaté kiszamitdsdhoz (3.30.) egyenletbdl p,(x) ndvekményét
hatdrozzuk meg:
Ap,(x) = 1x%a; + 2a,(x)® + 3a3(x)® + - + na, (x)™ D (3.32.)
majd x-et egyenl6vé tessziik 0-val, aminek kdvetkeztében:
a; = App(0) (333)
A kdvetkez6 differencidlassal:
A%p,(x) =2-1a, + 3+ 2a3(x)D + -+ n(n — Da,(x)"2 (3.34.)

Az x = 0 miatt:

v = A’p,(0)  A%p,(0)

2721 2!

Altaldban véve pedig:
_ Np,(0)
==
Ekkor mar joggal meriilhet fel a kérdés, hogy akkor ez miért is j6 nekiink? A vdlasz
igen egyszer(i: mivel ez egy differencia tabldzat létrehozdsanak az egyik
legegyszer(ibb mddszere.

(3-35.)

a; Vji=012.,n (3.36.)

Ahhoz, hogy ezt kivitelezhessiik, 3 [épés végrehajtdsara van sziikség:

1. A Maclaurin sorral kifejezett p,, (x) értékét elosztjuk x-szel, melybdl kapunk
egy qo(x) hanyadost és r, maradékot, mely az a, konstans értéke lesz. igy:

Pn(x) =15 + xqo (%) (3.37.)
2. Elosztjuk qo(x)-et (x — 1)-gyel, hogy kifejezziik g, (x)-et, és r; maradékot,
mely a, konstanssal lesz egyenl&:
qo(x) =1 + (x — 1)g4(x) (3.38.)
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Ezt a kifejezést visszahelyettesitve a (3.37.)-ba, plusz az eredeti (3.30.)
képletet felhaszndlva:

Pn(x) =15 + x[ry + (x — Dqy(x)]
=1+ (0)D + x(x — 1)gy (x)

3. Elosztjuk g4 (x)-et (x — 2)-vel, hogy megkapjuk g, (x)-et és r, maradékot,

(3-39.)

mely most a,-vel lesz egyenld, igy:
q1(x) =1, + (x — 2)q2(x) (3.40.)
Az el8z8 egyenletbe visszahelyettesitve:
pn(x) = 10 + 11 ()W + x(x = DIy + (x = 2)q2(0)] =
=19 + 11 (0)® + 7, ()P + x(x — D) (x — 2)q2(x)
Ezt a folyamatot folytathatjuk egészen addig, amig a hdnyados kitevdje eggyel

alacsonyabb nem lesz az el8z8 hdnyados kitev6jével, vagyis (n + 1)-szer tudjuk
elvégezni.

(3-41.)

Ezzel megkapjuk az altalanos faktoridlis polinom alakjat:

Pn() =79+ 1 (O)D + 1)@ + - + 15 () 4 17, ()™ (3.42.)

ahol:
AMp(0)
P4 = J+ Vj=012..,n (3.43.)
Masképpen megfogalmazva:
Apa(0) =17 (3-44.)

Amennyiben egy fliggvénynek csak az elsé derivaltjat ismerjik, a fliggvény
megkapasahoz a differencidlas ellentétjét, ,,anti-differencialdst” kell végezniink,
amit mas terminoldgidval akdr integralasnak is szoktunk hivni bizonyos kérékben.
De hogy miért is kell ilyen kérm&nfontan beszélni az integraldsrél? Azért, mivel
most tulajdonképpen az integrdldsi miveletek nélkiil, differencidlszamitdssal
lesziink képesek ugyanazt a problémat megoldani. Visszanydlva a (3.29.)
képlethez, az anti-differencidlas a kévetkez6 médon adhatd meg:

(x)(n+1)
(n+1)
Nézziik meg egy példan keresztll miért is olyan ismerds ez a képlet!

A1 ()™ = (3-45.)
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3.7. Példa

Feladat:
Anti-differencidljuk a kovetkezd polinomot:
p(x) =x*—5x3+3x+ 4

Megoldas:
Az el8zdleg leirt 1épések alapjan a faktoridlis polinomunk a kdvetkez§ lesz:
(osztds, hdnyados és maradékképzés, ismétlés):

Pr() = 4= (0D =8P + (0@ + ()@

Majd meghatarozzuk a differencia tablazatot:
A%p(0)=0!-4=4
A'p(0) =1!-(-1) = -1
A’p(0) =2!-(—-8) =-16
Ap(0)=3!-1=6
A*p(0) = 4!-1=24
ASp(0)=5!0=0

Bevissziik a tabldzatba, majd meghatarozzuk a kévetkezd adagot, és igy tovabb:

2 3

X p(x) A A® A * :

A A

4




X p(x) A A” A’ NS
4
-1
3 —-16
-17 6
-10 24
30 0
24
X p(x) A A A At A
4 ‘
-1
30 16
‘x—J?/ 6
-14 }—m‘ 24
27 ~ 307 0
20 24
54 ”
A lépéseket addig ismételjiik, amig a tablazat kész nincs
. p(x) A A? A At A
4
-1
3 —16
-17 6
-14 -10 24
-27 30 0
—41 20 24
-7 54
-48 74
67
19

Az anti-differencia pedig:
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_ _@® 0® 0® (0@
A0 =g+ -85

ahol C egy konstanst jeldl

+4(x)® + ¢

Ezzel tulajdonképpen végre is hajtottuk az integralast.

3.7 Példa alapjan igen kdnnyen beldthatd, hogy egy pr(x)aza < x <a+ (n—1)
intervallumon vett sorozatdsszege:
a+(n—-1)h
Y D0 = Pa@ + pula + ) + pula+ 2h) + (5.46)
x=a
+ ppla + (n — 1)h]
Kompaktabb formaban pedig felirhatd igy is:

a+(n—-1)h

> ) =A@l (3.47.)

Ez pedig tulajdonképpen nem jelent mast, mint hogy egy a mar jél ismert
f;f(x)dx = F(b) — F(a) hatdrozott integrdl értéke egy szorzatdsszeggel
kozelithetd. Ez kiilondsen fontos lesz majd a késébbi fejezetekben.

Eddig azt targyaltuk, hogy ha van egy szamhalmazunk, akkor azokat hogyan
tudjuk egy fliggvénnyel kozeliteni, hogy az a lehetd legkisebb hibat adja a pontok
és a flggvény értékei kozt. Az approximdcids eljarasok sordn a kozelitd
fliggvénynek nem volt sziikséges dtmennie minden egyes ponton, hiszen a
kiindulé szamhalmaz vagy nagyon sok elemet tartalmaz, vagy pedig valamekkora
szdrast, igy ha ténylegesen 4t kellene haladnunk minden egyes ponton, akkor
nagy mértékben megndvelnénk a szadmitasi igényt, rdadasul az eredmény sem
feltétlenil egyezne meg az elvarasainkkal.

Viszont akad szamos olyan helyzet, amikor a bemend pontjainkon a keresett
figgvénynek at kell haladnia, ez esetben interpoldcids eljardsokat alkalmazunk.
Az interpolacié tulajdonképpen nem mas, mint két szamhalmaz elemei kdz6tti
kapcsolat sokasaganak leirdsa; egy olyan matematikai kézelit6 mddszer, amely
egy flggvény dltalunk nem ismert értékeit az ismert értékek alapjan kozeliti.
Barmilyen interpolacids eljarast is vesziink, annak mindig teljesitenie kell harom
feltételt:
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- at kell haladnia bizonyos pontokon

- tovabbi, specidlis feltételeknek kell megfelelnie, pl.: meredekségi,
gorbiileti feltételek

- akoénnyd kezelhet8ség miatt polinomokat alkalmazzunk.

Tehat ha a problémat matematikailag szeretnénk megfogalmazni, akkor azt
mondhatjuk, hogy ha egy adott f: R — R fliggvény értékeit ismerijiik:

yi=f(x), i=12..,n (3.48.)

az a <x; <xy < <xp < xXppq < b pontokban (n+ 1 darab pont), akkor
tulajdonképpen nem mast kell tenniink, mint keresni azt a p: R — R fliggvényt,
mely kielégiti a

px) =y i=12,..,n (3.49.)

interpoldcids feltételeket.

Ezen feladat sordn az {x;}! pontokat interpolécids alappontoknak hivjuk. Hogy

ha az interpolacids feltételeket j6l hatdroztuk meg és azok teljesiilnek, akkor
varhatdan a p(x) figgvény jol fogja kdzeliteni f (x) fliggvényt az alappontok altal
meghatdrozott intervallumokon.

Amennyiben az interpoldcids fliggvényt arra hasznaljuk, hogy segitségével
(x1, Xp41) intervallumon kivili kozelitést hajtunk végre, akkor extrapolaciérdl
beszéliink.

A polinom interpoldcié sordn az n + 1 darab alappont kozelitésére a kovetkezd
alaku, n-ed foku polinomot hasznaljuk:

P(X) = Qpyrx™ + apx™ 1+ + azx? + ayx + aq (3.50.)

mely az emlitett médon minden alapponton athalad. A polinom meghatdrozasara
kiilbnb6z6 mddszerek Iéteznek, a két leggyakrabban haszndlt a Lagrange és
Newton interpoldcids eljardsok matematikai kérékben. Mérndki alkalmazasban
pedig a Spline interpoldcid terjedt el. A kdvetkezdkben ezeket fogjuk dtnézni.

Ahhoz, hogy eljussunk a Lagrange interpolacidé altalanos alakjahoz, el8szor
vegylik azt az esetet, amikor a Lagrange féleinterpoldld polinomnak at kell
haladnia (x4, y1) és (x5, y,) pontokon, mik6zben a kovetkezd alakot 6lti fel:

p1(x) = L1(x)y; + L2 (x)y, (3.51.)

ahol L, (x) és L,(x) a Lagrange féle egyiitthatdk, és a kdvetkezé mdédon adhatdk
meg:
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X — Xy X —Xxq

L,(x) =
X;— Xy 2(%) X2 —Xq

Li(x) =
Ekkor, ha L (x;) =1 és L1(x,) = 0, mikézben L,(x;) = 0 és L,(x,) = 1. Vagyis
mdasképpen kifejezve p; (x;) = y; és p1(x,) = y,, azaz a polinom esetiinkben egy
egyenes, mely pont dthalad a két ponton, ahogy a kdvetkezd dbran is 1athatd.

y

(3.52.)

(%5 75)

pqx)

(x, 1)

X

6. dbra: Elséfokt Lagrange interpoldcids polinom

Ha a masodfokd esetet vessziik, akkor a Lagrange interpoldcié a
kovetkez6képpen irhaté fel (xq,y1), (x2,¥,) és (x3,y3) pontokra:
p2(x) = L1(x)y; + Ly (x)y, + L3 (x)ys (3.53.)

ahol a Lagrange egytitthatok:
(x = x)(x — x3) _ (e =x)(x — x3)

, LZ(x) - i
(o1 — x2) (1 — x3) (xz — x1) (xz — x3)

x—x)(x—x
LG = TG =)

(3 — x1) (%3 — x2)
Ekkor Ly (x;) = 1 = L, (x;) = L3(x3), mig a tébbi egyiitthatd: L;(x;) = 0 minden
[ # j értékre. Ez természetesen nem jelenthet mast, mint: p,(x1) = y;,p.(x3) =

Y2 €s pa(x3) = y3, vagyis a masodfoku polinom 3 ponton fog dtmenni, ahogy a
kovetkezd abran is megfigyelhetd.

y

Li(x) =
(3-54.)

(x3, ¥3)

(x4, 37)

X

7. dbra: Mdsodfoku Lagrange interpoldcios polinom
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Ebbdl a két példabdl mar remélhetdleg leszlirhetd a minta, melyet a
kovetkez8képpen foglalhatunk dssze: az n-edfoku Lagrange interpoldlé polinom,
mely n + 1 ponton megy at (x4, ¥1), ..., (Xp+1, Yn+1) az aldbbi alakban irhatd le:

n+1
Pn() = LiCOYs + Ly (Y = ) L@y (355
i=1
ahol a Lagrange egytitthatok:
n+1
L(x) _ 1_[ X — x]-
: B ! X — Xj (356)
j=1
J#i

Nézziink egy példat, hogyan hasznalhatd fel ez egy feladat megoldasara!

3.8. Példa

Feladat:
Masodfokl Lagrange mddszer segitségével keressiik meg a kdvetkezd pontok
interpolacids polinomjat, majd interpoldljuk ki x = 0,3 helyen a varhatd értéket!
i X; Vi
1 ‘ 0,1 0,12
2 05 047
309 065

Megoldas:
A hdrom Lagrange egyiitthatd a kdvetkez8képpen szamithatd:
(x - xZ)(x - x3) _ (x - OPS)(‘X - 059)

L) = o T =) - (01=0,5)(0,1=0,9)
L,(x) = (x —x1)(x — x3) _ (x—0,1)(x—0,9)
(x2 —x1)(x2 —x3) (0,5-10,1)(0,5-0,9)
(x—x1)(x — x35) (x—0,1)(x—0,5)
Ly(x) =

=)0 —x)  (0,9-0,)(0,9-0,5)
Az egylitthatdk ismeretében a masodfoki polinom a kdvetkez6képp irhatd fel:

p2(x) = L1(x)y1 + Ly (x)y, + L3 (x)y; =
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. (x=05)(x-09) (x—=0,1)(x—0,9)
~(0,1-0,5)(0,1—0,9) 012) + (0,5—0,1)(0,5— 0,9)
(x=0,1)(x—-0,5)

(0,9—0,1(0,9 — 0,5)
= —0,5312x2 + 1,1937x + 0,0059

(0,47)

(0,65) =

Vagyis visszahelyettesitve x = 0,3 helyen: p,(0,3) = 0,3162.

Kiterjesztve magasabb rendl problémara, vegyiink egy példat Excel-ben
megoldva.

3.9. Példa

Feladat:

Lagrange mddszer segitségével keressiik meg a kdvetkezd pontok interpoldcids
polinomjat, majd interpolaljuk ki x = 2 helyen a varhaté értéket!

i X; Vi
1 -1 3
2 0 -2
3 0,5 -0,375
4 1 3
5 2,5 16,125
6 3 19

46



Megoldas:

Hozzunk [étre egy ,,célszer(i” tabldzatot, ahol csak a B6:C11 cellakat kell megadni,
atobbi cella értéke képlettel hatdrozhaté meg, ahogy a beirt képletek is mutatjak:

=0 Interpolaljunk a kdvetkezd helyen 2 Kezddérték
4 | Szamlald Nevezd Hanyados
5 x fix) 2Ky F o' KXy MKy ANy Tl
6 N -1,000 3,000 2,000 1,500 1,000 -0,500 -1,000 3,000 4,500
7 EA 0,000 -2,000 %, MMz MMz Mo MMy -0,107
5_ ¥ 0,500 -0,375 -1,000 -1,500 -2,000 -3,500 -4,000 -42,000
‘3_ Xz 1,000 3,000 x-xy XXz Mg My oMy flag)
10 EA 2,500 16,125 3,000 1,500 1,000 -0,500 -1,000 -2,000 -4,500
? My 5,000 19,000 x-x, Hy=¥g MMz MM MK -1,200
12 1,000 -0,500 -1,000 -2,500 -3,000 3,750
13 X=Xy Xy X=Xy Xy WXy i)
14 | 3,000 2,000 1,000 -0,500 -1,000 -0,375 -1,125
15 ApXg HpXy WMz WMy WpHa 0,600
E 1,500 0,500 -0,500 -2,000 -2,500 -1,875
17 H-¥g HHy ¥y My H-Ha fixz)
18 | 5,000 2,000 1,500 -0,500 -1,000 3,000 13,500
19 Ha¥g My MMz HzMay MM 4,500
20 2,000 1,000 0,500 -1,500 -2,000 3,000
2 X=Xy Xy X=X X=Xz WXy )
22 3,000 2,000 1,500 1,000 -1,000 16,125 | -145,125
23 ANy NNy WMz WMz WHyMa 11,057
24 3,500 2,500 2,000 1,500 -0,500 -13,125
25 H-¥g HHy H-Hy WMz WMy fixa)
26 3,000 2,000 1,500 1,000 -0,500 19,000 @ -B5500
27 HaXg Hy¥y HaHy HaMz oMy -2,850
2 4,000 3,000 2,500 2,000 0,500 30,000
2
30 fi2)= Sum= 12,000

A Lagrange interpolaciét ugyanakkor muszdj a helyén kezelnlnk, mivel
megvannak a hdtranyai. Ha a Lagrange polinom fokszamat elkezdjiik ndvelni,
akkor az alacsonyabb fokszamu polinomokrdl semmilyen informacié nem adédik
4t az Uj polinom megszerkesztésekor. Ez kilondsen kellemetlen lehet két
esetben:

- haakeresett polinom fokszdma nem ismert,
- haakiinduldsi pontokhoz Gjabbakat tesziink hozza.

Ezen esetekben sokkal pontosabb megoldast ad a Newton interpolacid.

47



A Newton interpoldcids polinomok rekurziv médon a kdvetkez6képpen irhatdk
fel:
p1(x) = a3 + ap(x — x1)
P2(x) = a; + a;(x — x1) + az(x — x1)(x — x3)
=p1(x) + azg(x — x1)(x — x3)
s () = o) + 4 (x — 1) (x — %) (x — %) G:57)

pn(x) = Pn—l(x) + an+1(x - xl)(x - xZ) e (X = 2)
aholaay, ay, ... ,a,+1 egyltthaték meghatadrozasa a kdvetkezd6 mddon torténik:

Mivel p; (x)-nek egyeznie kell a megadott pontokkal ((x1, Y1) és (x3,¥2)), igy:

p1(x1) =y1, P1(x2) =2 (3.58.)
vagyis
a; + a(xy —x1) =y, Y2— W1
=>a; =Yy, A, = .59.
a; +ax(x; —x1) =y, 1= @ Xy — X1 (3:59-

Hasonldan p, (x)-nek meg kell egyeznie a megadott pontokkal ((x1,y1), (x2,¥2)
és (X3, :VB))r VagyiS:
P2(x1) = ¥1, P2(x2) = ¥2,p2(x3) = y3 (3.60.)

a, és a, egyitthatdkat tovabbra is gy lehet meghatdrozni, mint elébb [(3.59.)
egyenlet], as-at pedig:
Vs —YV2 Y2— )1
a; = X3 — Z — ;Ci — X1 (3.61.)

Ezt az eljarast folytatva megkaphatjuk az 6sszes hidnyzd egyiitthatdét. Ezen
egyltthaték meghatdrozdsdnak a legkézenfekvébb mddszere az Newton-féle
osztott differencia alkalmazdsa. Két pontra szadmitva az elsd osztott differencia az
Oket 6sszekotd egyenest adja:

flxz,x1] = zz — 3:1 =Qaz (3.62.)
Ha harom pontra irjuk fel, akkor:
V3~ V2 Y2—W1
flxs, x2] = flxz, 1] _X3 =Xy Xp— X1 _ a (3.63.)
X3 — X1 X3 — X1

flxz, x2,%] =
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A mddszer altaldnositdsaval a kovetkezd képlettel irhatjuk fel a k-adik osztott
differenciat:
flxs1 Xps o x0] = fXp, o, %0, %4

f[xk+1;xk; "'letxl] = = Ag+1 (3.64-)
Xk+1 — X1

Vagyis az n-ed foki Newton-féle interpoldcidés polinom (x1,¥1), ... , (Xp+1, Yn+1)
pontokra az alabbi médon irhatd fel:
Pn(x¥) = ay + az(x — x1) + az(x —x)(x —x3) + - +
Fane (X = x) (X = %) . (X = Xy)
ahol ay, ..., a, 41 egyltthatok sorban yy, fx,, x1], .. , f[Xns1, X1], és szamitdsukra
az osztott differencia tabldzat a legjobb megoldas.

(3.65.)

3.10. Példa

Feladat:
Keressiik meg a negyedrend(i Newton-féle interpoldciés polinomjat az aldbbi
adatoknak, majd nézziik meg, hogy x = 0,7-nél milyen értékre szamithatunk!

i X; Vi

1 (0] (0]

2 0,1 0,1210
3 0,2 0,2258
4 0,5 0,4650
5 0,8 0,6249

Megoldas:
Az osztott differencia tdbldzat megalkotdsa az elsé feladatunk, ez a késébb
mutatott mddon néz ki.
A (3.64.) egyenlet alapjan pedig a negyedrendli Newton-féle interpoldld polinom
a kovetkez6 alakot olti:
Pa(x) = a; + az(x — x1) + azg(x — x1)(x — x2) + as(x — x1) (x — x2) (x — x3)
+as(x —x)(x —x2) (x — x3) (x — x4) =
=0+121(x—-0)-0,81(x—0)(x —0,1) + 0,3664(x — 0)(x — 0,1)(x — 0,2) —
—0,1254(x — 0)(x — 0,1)(x — 0,2)(x — 0,5) =
= —0,1254x* + 0,4667x® — 0,9412x% + 1,2996x

Ezt a polinomot haszndlva pedig mar kénnyedén szamolni tudjuk a keresett
értéket:
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A differencia tadblazat pedig:

p,(0,7) = 0,5784

x;

0

0.1

0.8

Yi

a

o

0.1210

0.2258

0.4650

0.6249

0.2258 - 0.1210

Elso osztott differencia

0.1210-0
01-0

az
-

=1.0480
02-0.1

0.4650 — 0.225
4650 - 0. 8 — 07973
0.5-0.2

0.6249 — 0.4650

=0.5330
08-05

0.7973 - 1.0480 _

Misodik osztott differencia

1.0480 — 1.2100
———=— - [-0.8100

02-0

= -0.6268
05-0.1

0.5330 - 0.7973

0a-02 =~

Harmadik osztott differencia

-0.6268 — (-0.8100)

05-0

—0.4405 — (-0.6268)
0.8-0.1

Negyedik osztott differencia

as

= [0.3664

as

).2 — 0.3 r
0.2661 - 0.3664 _ @[

08-0

= 0.2661

Eddig ahhoz, hogy n + 1 darab pontra egy polinomot illeszthessiink, egy n-ed
foku polinomot hasznaltunk. Példaul ha van 11 bemend pontunk, akkor a Lagrange
interpoldcié soran egy 10-ed foku polinomot fogunk kapni. Ez a megoldas jdl
mikddik is, amennyiben pontjaink szama alacsony, de ha mdr 101 vagy 1001 pontot
kellene kozelitenlink, érezhetd, hogy van egyszer(ibb megoldas is a 100-ad vagy
1000-ed foku polinomoknal. Rdadasul ezekben az esetekben mdr a generalt hiba
is jéval nagyobb lesz. Ha példdul 11 pont kozelitésére egy 10-ed foku polinomot
veszlink, a magasabb rend(i polinom csutcsai miatt jelentds eltéréseket képes
produkalni, ahogy ezt a 8. dbra is szemlélteti. Természetesen minél magasabb az

interpoldld polinom fokszama, az abszolut hiba értéke is Ugy névekszik.
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Szakaszonként kobos polinom (spline)

10

Nagy hibék az interpolalt
értékekben

Nagy hibédk az interpolalt
értékekben

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 £ 6 7 8 9 10 11

8. dbra: 11 pont kozelitése 10-ed foku polinommal és szakaszonként k6bds
polinomokkal (spline-okkal)

Ezen jelenség kikiisz6boléseként szliletett meg az a megoldas, miszerint nagyobb
szamu pontot érdemes nem egy magas fokszamu polinommal, hanem
szakaszonként tobb kisebb fokszamu polinommal kézeliteni. Ezek az alacsony
fokszdmu polinomok az Ugynevezett spline-ok. A spline elnevezés egy vékony,
hajlékony vonalzdra utal, melyet valamilyen rugalmas fabdl készitettek, késébb
acélbdl. A vonalzét két végén rogzitették, kézepén pedig sulyokkal terhelték,
ezzel kiil6nbdz8 gorbiiletl gorbéket hoztak létre, melyeket els6sorban hajé- és
csénaképitések sordn hasznaltak a miszaki rajzolok. Ekkor még matematikailag
nem tudtdk leirni ezeket a fliggvényeket, de izgalomra semmi ok, azéta
fellilkerekedett az emberiség ezen elmaradottsagan!

A leggyakrabban alkalmazott spline a k6bds spline, mely igen pontos leirdst és
atmenetet képes biztositani két intervallum ko6zott, ahogy a 8. dbra is
reprezentalja. Ugyanezen az abrdan lathatd — kilondsebb magyardzat nélkal -
hogy miért is szeretjiik alkalmazni 6ket, kiilondsen az egy, magasfoku interpolald
polinommal szemben.
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A linedris spline-ok jelentik a legegyszer(ibb megkdézelitést, mivel ebben az
esetben elsérendl polinommal - linedris fliggvényekkel kétjik Ossze a
pontjainkat. Amennyiben rendelkeziink 4 darab ponttal (legyenek (xy,y1),
(x2,¥2), (x3,¥3) és (x4,¥4)), ha visszanyulunk a Lagrange mddszerig, akkor a 3
linedris spline a kovetkezd mddon irhatd fel:

X — X, X — X,
S1(x) = y1+ Y2, X1 S X=X
X1 — X2 X2 — X1
5,00 X — X3 +x—x2 e
x) = Xo S X=X .66.
2 xz—x3y2 x3—x2y3' 2 3 (3.66.)
X — X4 X — X3
S3(x) = Y3+ Yar X3 =X S Xy
X3 — X4 X4 — X3

Ha vetiink egy pillantast a linedris splinokra (Idsd 9. abra), teljes joggal meriilhet
fel a gyanu, hogy ezzel mdr taldlkoztunk valahol, és tulajdonképpen nem is
tévednénk, mivel ez nem mas, mint a 3.3.1 fejezet mdas kontdsbe bujtatva. Ebbdl
kovetkezd8en pedig adddnak is a hatrdnyai, hiszen ez a linedris spline nem képes a
sziikséges simasaggal lekdvetni a bemeneti pontokat, rdadasul a pontokban
magukban mindig t6rés jon létre a fliggvény képében. Ez abbdl adddik, hogy a
linedris fliggvények els6 derivaltja a pontokban nem azonos (ha ezt kikotnénk,
nem tudndnk linedrisan k&zeliteni a pontokat). Pont ezért fogjuk a késébbiekben
azt mondani, hogy az elsd derivaltaknak marpedig egyeznie kell, hiszen komoly
ember ilyen interpoldciét mégsem hajthat végre. Ezt viszont csak ugy tudjuk
megtenni, ha magasabb rend( polinomokkal dolgozunk, hogy azok elsé derivaltja
megegyezhessen minden egyes bemeneti pontban. Ez példdul a masodfoki
polinomok esetében megoldhatd, de mar most el8re vetithetd, hogy a kdvetkezd
problémank majd a masodik derivéltak egyezdsége lesz.
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[¥a]

3rd-degree interpolating

2 polynontial .
' ~
x b Px b
L ha e | e | | o
2 4 5 6 7 8
x

9. dbra: 4 pont kbzelitése linedris spline-okkal

A négyzetes spline-ok tulajdonképpen parabolikus fliggvényeket (spline-okat)
haszndlnak a bemeneti pontok koézelitésére minden egyes intervallumon.
Feltételezve, hogy n+ 1 darab bemeneti pontunk van, melyek (xq,y),...,
(Xn+1, Yn+1), ezeknintervallumra oszthatdk, vagyis n darab négyzetes polinomot
kell felirnunk, [4sd 10. dbra. A négyzetes polinomok a kévetkez6 formaban irhatok
fel:

Si(x)=aix*+bx+c¢, i=12,..,n (3.67.)

ahol a;, b;,c; (i =1,2,..,n) ismeretlen egyltthatdk, melyeket meg kell
hataroznunk. Mivel n darab polinom van, mindegyik 3 darab egyutthatdval, igy
Osszesen 3n ismeretlen egyltthatd vérja, hogy megfejtsiik 6ket. Ahhoz, hogy ezt
megtehessiik, pontosan 3n darab egyenletet kell meghataroznunk.
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S1(x1) = 1 }
Sn(xn+l) = Y+l 2 egyenlet

{xgr }2)

Six)=aw?+bx + ¢

(66 )

Sy(x) = ayx® + byx + ¢,

(')CJI+1f J'"n+1)
(x1, 1)

N 2 .
S,x)=ax*+bx+c,

10. dbra: Négyzetes spline-ok

A 3n darab egyenlet meghatarozdsahoz a kdvetkez6képp jutunk el, vagyis hogy a
kovetkezd feltételrendszert allitjuk fel:

Fliiggvények értékei a végpontokban

Az els6 polinomnak, S;(x)-nek at kell mennie (xq,y;) ponton, az utolsénak —
S (x) pedig (Xn+1, Yn+1) ponton:

S$1(0) =y1 = ayx®> + byixy + ¢4

_ _ 2
Sn(Xn41) = Y1 = AnXpy1 + bpXnyq + cy

Fliggvény értékei k6zbensé pontokban

(3.68.)

Kézbensd pontokban 2 feltételt szeretnénk teljesiteni: a polinomoknak at kell
mennie a bemend pontokon, illetve a szomszédos polinomoknak egyeznie kell az
alabbi pontokban, ezzel n — 1 darab egyenletet generalva:

S1(x2) =2, S2(x3) = ¥35 00, Sp1 (X)) = Y

(3-69.)
S2(x2) = y2, S3(x3) = ¥3, ..., Sn(xn) =
Vagyis a kdvetkez&képpen irhatjuk fel dltaldnosan:
Si(Xi41) = Yisr = @ixfiq + X + ¢, 1=12,.,n—1
(3.70.)

Sl-(xi) =Yy = al-xl-z + bl'xi + (o i = 2,3, e, = 1
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Elsé derivaltak értéke kézbensd pontokban

A kozbensd pontokban vett elsd derivdltak értékeinek szintén egyeznie kell,
melyet matematikailag a kdévetkezd mddon tudunk kifejezni n —1 darab
egyenlettel:

S'1(x2) = §'5(x2), S'2(x3) = S8'3(x3), .., S =1 () = S5 (x) (3.71.)

Altaldnosan kifejezve:

S (xip1) = 8141 (xi31), 1=12,.,m—1 (3.72.)

Mivel S';(x) = 2a;x + b;, az el6z6 egyenlet masképp felirva:

Zaixl-+1 + bi = 2ai+1xi+1 + bi+1' i=12,..,n—1 (373)

Ha ezeket az egyenleteket Osszeadjuk, akkor lathatjuk, hogy 2+ (n—1) +
(n—1) 4+ (n—1) = 3n — 1 darab egyenletet hoztunk &ssze, ami mar igen szép
szam, de még mindig sziikséglink van egy tovdbbi egyenletre, hogy
megoldhatdva valjon a rendszeriink.

Masodik derivalt értéke a bal oldali végpontban nulla

Ez azt jelenti, hogy:

§"1(x1) =0=2a, (3.74.)
Ezzel végiil sikeriilt 6sszegereblyézni a sziikséges 3n darab egyenletet. Ha kissé
leegyszer(sitve nézziik, akkor tulajdonképpen az tortént, hogy egy egyenlettel
kimondtuk, a; = 0, mig a maradék 3n — 1 darab ismeretlent egy 3n — 1 elem(
egyenletrendszerrel kerestiik meg.

3.11. Példa

Hatarozzuk meg a négyzetes spline-okat a kovetkezé bemend pontokra:

Xi Yi

5
3 2,3
5 5,1
755 1,5
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Megoldas:

Mivel 4 darab pont van, igy n = 3-ra adddik, vagyis 3 parabolikus spline-t akarunk
megkeresni 6sszesen 9 ismeretlen egylitthatdval. Els6ként tudjuk, hogy a; = 0
értékre fog adddni. A maradék 8 egyenlet pedig a (3.68.)-(3.73.) egyenletek
megolddsa lesz. (3.68.) egyenlet alapjan:

a;(2)>+b;(2)+¢, =5
a3(7,5)% + b3(7,5) + ¢c3 = 1,5

A (3.70.) egyenlet alapjan:

a;(3)2+b;(3)+¢; =23

a,(5)% +b,(5) +¢c, =5,1

a,(3)2 +b,(3) +¢c, =2,3

a3(5)% + b3(5) +¢c3 = 5,1
Végil pedig (3.73.) egyenlet alapjan:

2a,(3) + b; = 2a,(3) + b,

2a,(5) + b, = 2a5(5) + bs

Az egyszerliség kedvéért matrixos formaban felirva az egyenletrendszert:

2 1 0 0 0 0 0 O0ybi] 5"
00 0 0 0 5625 75 1flca| [15
3 1.0 0 0 0 0 oflal |23
00 25 5 1 0 0 oflb]_|51
00 9 3 1 0 0 Oflc| |23
00 0 0 0 25 5 1flas] |51
10 -6 -1 0 0 0 0|lbs 0
0 0 10 1 0 -10 -1 olles] Lo

Megoldva az egyenletrendszert a kdvetkezd értékeket kapjuk az egyiitthatdkra:

a; =0; a, =205 az3=-2776;

by =—2,7; b, =—15; bs = 33,26;

¢, =10,4; ¢, =2885 c¢3=-918
Végezetiil pedig a parabolikus spline-ok egyenleteit a kdvetkezé mdédon adhatjuk
meg:

S;(x)=-27x+104 2<x<3

S,(x) =2,05x>—15x +28,85 3<x<5
S3(x) = —2,776x% +33,26x —91,8 5<x<75

A feladat megoldasa pedig dbrazolva a kdvetkezd alakot fogja dlteni:
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Négyzetes spline

Kébos spline-ok esetén harmadfokd polinomok felhaszndlasaval interpolaljuk ki
az egyes intervallumok kozotti részeket. Feltételezve n+ 1 darab bemeneti
pontot, melyek (x1,¥1), ..., (Xn41, Yn+1), kapunk n darab intervallumot, vagyis n
darab kébds polinomot. Mindegyik polinom a kévetkezd dltaldnos alakban irhaté
fel:

Six) =a;(x —x)* + bi(x —x)* +c;(x —x) +d;, i=12,...,n (3.75.)

ahol a;,b;,¢;,d; (i =1,2,...,n) az ismeretlen, ezdltal meghatdrozandd
egyutthatdk. Mivel n darab polinom van, mindegyik 4 egyttthatdval, igy 6sszesen
4n darab ismeretlenre kell r3jénni, hogy mit is takar, vagyis 4n egyenletet kell
Osszetakolni most. Ehhez hasonldan az el6z8 esethez szintén kényszereket kell
definidlnunk.

A spline atmegy a kezd§-, vég- és kdzbensd pontokon, tovabba a kdzbensd
pontokban a szomszédos spline-ok értéke megegyezik:

S10¢) =y, Sn(ne1) = Ynsa
Siv1(Xip1) = Si(xi41), 1=12,...,n—1 (3.76.)
Silx)=y;, 1i=23,..,n
Az elsé6 derivaltak értékei megegyeznek a kdzbensd pontokban (n — 1 egyenlet):
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Si(Xi41) = Sip1(xi41), i=12,..,n—1 (3.77.)

A masodik derivéltak értékei szintén megegyeznek a kozbens6 pontokban (n — 1
egyenlet):

St (1) = Siza(Xi4a), 1=12,.,m—1 (3.78.)
Ezekkel 6sszesen 4n — 2 egyenletet szedtiink 6ssze, tehat még 2 hijan vagyunk.
Ezt a kett6t pedig peremfeltételek megadasdval tudjuk definidlni. Ezen
peremfeltételekkel tudjuk definidlni, hogy a spline milyen mddon indul ki a
kezd6pontbdl és hogyan érkezik meg a végpontba. Alapvetéen két fajta
peremfeltételt kiildnbdztetiink meg egymastdl.
Rogzitett peremfeltétel:

Az elsé és utolsd spline-ok (S; és S,,) indulasa (x4, y;)-bdl és érkezése (X411, Yns1)
rogzitésre kerdil:

Si(x) =p, Sa(xns1) =4q (3-79)
Szabad peremfeltétel:

Ez egy kicsit becsapds, hiszen itt a gorbiiletre fogunk kényszert megadni:

Si'(x1) =0, Sy(xp41)=0 (3.80.)

Természetesen a rogzitett peremfeltétel alkalmazdsa pontosabb kézelitést fog
adni, hiszen t6bb informaciét tartalmaz a spline-rdl, mint a szabad peremfeltétel.
Ehhez persze tobbet is kell tudnunk magardl a spline-rdl, hiszen értékét sajat
keziinkkel kell definidlni.

A (3.75.)-(3.77.) egyenletek kiegészitve az (3.79.) egyenlettel meghatdrozzak
a;, bi, c;,d; (i = 1,2,...,n) egylitthatdkat. Sorjdban haladva, el8szér meg tudjuk
hatdrozni d; egyitthatdkat, hiszen (3.75.) kifejezések els6 és utolsé egyenlete
alapjan lathatd, hogy S;(x;) = d; (i = 1,2, ...,n), tovdbba (3.76.) egyenlet szerint
Silx) =y; (i=12,..,n),igy pedig:

di SUT i=1.2,..,n (381)

Hatdrozzuk meg az egyes pontok kozotti tdvolsagokat: h; = x;.1 — x; (i =
1,2, ...,n). Ezt visszahelyettesitve (3.76.) egyenletbe (nem megfeledkezve rdla,
hogy Si+1(xi+1) = d;i+1) kifejezhetd:
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di+1 = aih? + blhlz + Cihi + di) i=12,..,n—1 (3.82.)
Ha definidljuk, hogy d,+1 = yn+1, akkor a fenti egyenlet a teljes i = 1,2,...,n
tartomdnyon érvényes lesz, hiszen S, (X,,41) = Yn+1- EKépp:
di+1 = aihi3 + blhlz + Cihi + di' i=12,..,n (3.83.)
Most pedig kapjuk el& S;(x) elsé derivaltjat a (3.77.) egyenlet alapjén:

Civ1 = 3a;h? + 2bjh;+¢;, i=12,..,n—1 (3.84.)
Ha definidliuk cp+1 = Sp(x,41) értékét, akkor az elézd egyenlet a teljes i =
1,2, ...,nintervallumon érvényes lesz, vagyis:
Ciy1 = 3aihl-2 + Zbihi + ¢, i=12,..,n (385)

Mar csak S;(x) masodik derivaltja arvalkodik, ne is hagyjuk magara:

2bi+1 = 6aihi + Zbl’, i=12,...,n—1 (386)
Ha definidljuk b, = %S,’l’(xnﬂ) értékét, akkor az el6z6 egyenlet a teljes i =
1,2, ...,nintervallumon érvényes lesz, vagyis:

bi+1 = 3aihi + bi' i=12,..,n (387)

A cél az lenne, hogy az egész egyenletrendszert b; (i = 1,2, ...,n + 1) értékekre
fejezziik ki. Ehhez meg kell oldani az el6z6 (3.87.) egyenletet (gy, hogy
behelyettesitjik a; = (b;+1 — b;)/3h; kifejezést (3.83.) és (3.85.) egyenletekbe
i =1,2,..,nértékekre, ezzel:

1
di+1 = §(2bl + bl'_,_l)hiz + Cihi + di' i = 1,2, W n (388)
illetve

Ciy1 = (bl + bi+1)hi + ¢, i=12,..,n (389)
Kifejezzlk (3.88.) egyenletbdl ¢;-t:

di.i—d; 1
¢ = —th - — 3 (2b; + biy1)h; (3.90.)
i
Atirjuk i-ti — 1-re:
d;, —d;_ 1
Cim1 = lh—ll -3 (2bj—1 + bp)h;_4 (3.91.)
i-1
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Tovabbd ugyanezt csindljuk meg (3.89.) egyenlettel is:

¢; = (bji—1 + bhi_1 +¢i_4 (3.92.)

Kitartds, most mdr nincs sok hdatra! Visszahelyettesitjik (3.90.) és (3.91.)
egyenleteket (3.92.) egyenletbe, igy i = 2,3, ..., n-re:

3(div1 —di)  3(d; —d;—1)
h; hi—q
Ezzel le is tudjuk frni azt a rendszert, melynek csak b; (i =1,2,...,n+ 1) az
ismeretlen egyitthatdi, hiszen d; (i = 1,2,...,n+ 1) értékei egyszerlien a
bemend pontok értékei, h; (i = 1,2, ...,n) pedig meghatdrozza az osztaskozt.

bi_1hi_1 + 2b;(h; + hi_1) + bjy1h; = (3.93.)

Viszont nem mehetiink el sz6 nélkil amellett, hogy a (3.93.) egyenlet csak n — 1
egyenletet generdl n + 1 ismeretlenre, vagyis tovabbi két egyenlet még mindig
kell. Ezek fognak szarmazni a rogzitett peremfeltételekbdl.

El6szor is oldjuk meg (3.90.) egyenletet i = 1-re:

dy —dy
= h1

Mivel kordbban azt mondtuk, hogy a rogzitett peremfeltétel miatt ¢c; = S;(x1) =

1
~3 (2b; + by)hy (3-94.)

p, igy atirhatjuk el8z8 egyenletiinket:

3(dy —dy)

(2by + by)hy =
hq

3p (3.95.)

(3.89.) egyenletbdl:

CTl+1 = (bn + bn+1)hn + Cn (3'96')
Tovabbd zsenialitdsunknak készonhetden tudjuk azt is, hogy ¢, 41 = Sp(Xpe1) =
q, igy pedig:

Cn = q — (by + bpy1)hy (3.97.)

Ha (3.90.) egyenletben i = n kifejezést haszndlunk, akkor:

d —d 1
Cn = % - § (an + bn+1)hn (3-98')
n

Ebbe visszahelyettesitjik (3.97.) egyenletet, amivel:

3(dnsr —d
(dns1 n)+3q

(an+1 + bn)hn = - A
n

(3-99.)
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Mdr csak Osszekombindljuk (3.99.), (3.95.) és (3.93.) egyenleteket egy n+1
egyenletbdl all6 n+1 ismeretlennel (b;, i=12,..,n+1) rendelkezd
egyenletrendszerré. igy b; kifejezhet6 a kdvetkezd egyenletrendszer
megoldasaval:

3(dy —di) 3
hy p
3(div1 —di)  3(d; —d;—1)
h; hi_4 (3.100.)

(2by + by)hy =

bi_1hi_1 + 2b;(h; + hi_1) + bjy1h; =

aholi=23,..,n
3(dpy1—d
_ ( n+1 n) + 3q
hn
Ezzel Iétrehoztunk egy tridiagondlis rendszert (olyan egytitthaté matrix, melyben
csak a féatlédban és a mellette taldlhatd két 4tld mentén helyezkednek el nem

(2bp41 + bp)hy, =

nulla elemek) egy egyértelml megolddssal. Amint meghatdrozzuk vele b;
értékeket, (3.90.) egyenlettel megkereshetjik c;-ket is, végil pedig (3.87.)
egyenlettel hozzajutunk a hén ahitott a; egyiitthatékhoz. Es készen is vagyunk
ilyen egyszer(i volt! Az atverés az egészben, hogy habdr ez most elég
bonyolultnak és koérilményesnek tlinik, nagyobb elemszamra sokkal jobb,
pontosabb és szignifikdnsabb gyorsabb eredményt kindl, mint a tobbi interpoldld
eljaras.

3.12. Példa

Feladat:

Oldjuk meg a 3.11 Példdban taldlhato interpoldciot k6bds spline-okkal régzitett
peremfeltételekkel oly mddon, hogy a rogzitett peremfeltételek:

r=-Lqg=1
Megoldas:
Mivel 4 bemen6 pontunk van, ezért n = 3, vagyis 3 darab kdbds polinomot kell
felirni a kovetkezd alakban:
Si(x) =a;(x —x)® +bi(x —x)* +c(x —x)+d;, i=123
Az eldz6 levezetést haszndlva el8sz6r a b; értékeket hatarozzuk meg a kdvetkezd
egyenletek alapjan:
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3(dy —dy)

(2by + by)hy = 3p
hy
3(d; —d 3(d, —d
b1h1 + sz(hz + hl) + b3h2 = ( 3h 2) - ( Zh 1)
2 1
3(d, —ds) 3(ds—d
bzhz + 2b3(h3 + hz) + b4h3 = ( 4h 3) - ( 3h 2)
3 2
3(dy — d
(2by + by)hs = —% +3q
3

Mivel d; értékei egyszer(ien a bemeneti pontok lesznek, igy:

di=5 d,=23; d3=51;, d,=15
Hasonlé elv alapjan hy = 1; h, = 2; h; = 2,5. Ha behelyettesitiink, észben tartva,
hogy p = —1 és g = 1, akkor a rendszer redukdlva felirhatd:

2 1 0 017[h -51
1 6 2 0/[|bz|_| 123
0 2 9 25]||bs| [-852
0 0 25 5 ][lb, 7,32
ami egy tridiagonalis matrix, megoldva az egyenletrendszert pedig kijon:
b, = —4,3551; b, =3,6103; bz = —2,5033; b, = 2,7157

Koévetkezének a c; értékeket hatarozzuk meg:

d,—d; 1
1 = zhl 1_§(Zb1+b2)h1 =-1
ds—d, 1
CZ = - _(sz + b3)h2 = _1,744‘9
h, 3
dy—ds 1
C3 = - _(2b3 + b4)h3 = 0,4691
h; 3
Végezetll pedig jojjenek az a; értékek:
b, — by
= = 2,6551
N =gy
b; — b,
== Z__101
a =5 ,0189
by — b3
= = 0,6959
=3y, T

Ezek alapjan a 3 kdbos spline a kdvetkezdképpen irhatd fel:
S;(x) =2,6551(x —2)3 —4,3551(x —2)> = (x —2)+5, 2<x<3
S,(x) = —1,0189(x — 3)3 +3,6103(x — 3)> — 1,7449(x —3) + 2,3, 3<x <5
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S3(x) = 0,6959(x — 5)% — 2,5033(x — 5)? + 0,4691(x —5) + 5,1, 5<x <75
Ha vetlink egy pillantast a bemeneti pontokra, és hogy hogyan viselkedik az
azokra illesztett parabolikus és kébos spline (Idsd dbra alul), hamar beldthatd,
hogy a kdbds spline-ok joval simdbban, kisebb kiugrasokkal tudnak illeszkedni,
ezzel pontosabb megoldast biztositva.

8| J

~
T

-~
-
1

’
+ Parabolikus spline  *
Al

Kiobos spline

Ahogy ezt kordbban tisztaztuk, a szabad peremfeltétel nem azok teljes hidnyat
jelenti, hanem: S{'(x;) = 06s S,/ (x,41) = O0feltételeket. Tudva azt, hogy Si'(x) =
6a,(x — x1) + 2by, az elsd feltétel szerint b; = 0. A levezetések alapjan pedig

bpii = %S,’l’(xnﬂ), vagyis a masodik feltétel a b,,; = 0 lesz. Felhasznalva a
(3.93.) egyenletet és a két feltételinket egy n+ 1 egyenletbdl all6, n+ 1

ismeretlent tartalmazd egyenletrendszert irhatunk fel, mely megoldhaté b;
értékekre, i = 2,3, ..., n értékekre nézve:

b1=0

3(di+1 - di) _ 3(di - di—l)
h; hi—y

bi_1hi_y + 2b;(h; + hi_1) + biy1h; = (3.101.)

bpy1 =0

Ha kiszamoltuk b; értékeit, a tobbi hidnyzd egyiitthaté ugyanazon mddon
szamithaté ki, mint rogzitett peremfeltételek esetén: d; (i =1,2,..,n+1)
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értékei a bemeneti pontokkal egyenlék, h; (i = 1,2,...,n) értékeit az osztaskoz
hatdrozza meg, b;-k a (3.101.) egyenletbdl adédnak, c;-k megkaphatdk a (3.90.)
egyenletbdl, a;-k pedig (3.87.) egyenletbdl kifejezve:

_biy1 = by

a; = B—hi, i=12,..,n (3.102.)

3.13. Példa

Feladat:

A j6 ismerds pontokra a 3.11 példabdl illessziink szabad peremfeltételekkel
rendelkezd, kobds spline-okat!

Megoldas:
Mivel ~ szabad  peremfeltételekkel  dolgozunk, igy by =0,b, = 0.
Kovetkezésképpen, (3.101.) egyenlet sokkal baratsagosabb lesz:
by =0
6b, + 2b3 = 12,3 - b, = 2,5548
2by +9b3 = —8,52 - by = —1,5144
by, =0

Ezutdn kiszamoljuk c¢; értékeit:

dy—d, 1
¢, = ———2—=(2b; + by)h, = —3,5516
h, 3
ds—d, 1
¢, = ———2—_(2b, + b3)h, = —0,9968
h, 3
d,—ds 1
€3 = ——— — —(2bs + by)hs = 1,0840
h, 3
Végezetll, a; értékeit hatarozzuk meg:
b, — by
= =0,8516
T ’
bs — b,
== _2_-_0,6782
a 3h, )
by — bs
== _3-0,2019
%= T3p,
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igy elBdll a 3 kdbés spline:

S;(x) = 0,8516(x —2)% —3,5516(x —2) +5; 2<x<3
S,(x) = —0,6782(x — 3)% +2,5548(x — 3)?> — 0,9968(x —3) +2,3; 3<x<5
S3(x) = 0,2019(x — 5)% — 1,5144(x — 5)?> + 1,0840(x = 5) +5,1; 5<x <75

A kotott és szabad peremfeltételekkel meghatdrozott kébds spline-ok kozotti
kilébnbséget az alabbi dbra mutatja:

55 F T T T T T T T T T T =

S K&bos spline
5 4

% szabad
v peremfeltételekkel
.

K6bos spline  —»
rogzitett peremfeltétellel

w
T

E“
(921
T

\&}

(%]
o
U
w
[9)
9]
o
=
9
931
w0
N
o)
o))
9}
~
3,
9]

3.14.Példa

Nézziink pdr példat az interpolacids eljardsokra Excel Makréban kidolgozva!

Az elmélet mar ismert, tisztazott, ezen gyakorlat soran azt nézziik meg, hogy mily
mddon lehet megoldani a linedris interpoldcidt VB hasznalataval:

Option Explicit
Function InterpL(keresett_ertek, ismert_x, ismert_y)

Dim pointer As Integer
Dim Xo As Double, Yo As Double, X1 As Double, Y1 As Double

pointer = Application.Match(keresett_ertek, ismert_x, 1)
Xo =ismert_x(pointer)
Yo =ismert_y(pointer)
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X1 =ismert_x(pointer + 1)

Y1 =ismert_y(pointer + 1)

InterpL = Yo + (keresett_ertek - X0) * (Y1-Y0) / (X1 - X0)
End Function

Ez eddig nem is volt nehéz, nem? Tiszta, bardtsagos, egyszerd, teszi a dolgat,
imadnivald. Hogyan mikddik egy harmadfoku interpoldcid kddja?

Function InterpC(keresett_ertek, ismert_x, ismert_y)

'K6bds interpolaciot hajtunk végre.
'Fontos: az x-eknek ndvekvo sorrendben kell lenni!

Dim row As Integer
Dimi As Integer, j As Integer
Dim Q As Double, Y As Double

row = Application.Match(keresett_ertek, ismert_x, 1)
If row <2 Thenrow =2
If row > ismert_x.Count - 2 Then row = ismert_x.Count - 2

Fori=row-1Torow +2
Q=1
Forj=row-1Torow +2
If i <>jThen Q= Q * (keresett_ertek -ismert_x(j)) / (ismert_x(i) - ismert_x(j))
Next j
Y=Y +Q¥*ismert_y(i)
Next i
InterpC=Y

End Function

Gyorsan probaljuk is ki ezeket a fliggvényeket!

Adottak egy hiit&folyadék adatai (A, B, C és D oszlop). F oszlopba hatdrozzuk meg
azt, hogy mi lesz a folyadék fagydspontja 33,3%-0s tomegszazaléku folyadékra
vetitve!
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Bemelegitésként probaljuk ki a TREND filiggvényt. Ha ez megvan, utdna pedig
teszteljik a két fliggvénylinket!

Tomeg%
Etilén  Fagydspont Forrdspont Torésindex Inderpolalandd xi érték:

v glikol °F °F(latm) 22°C-on Tomeg% Etilén glikol
3 | 32 212 1,3328 33,3
Bl 3 29,4 213 1,3378
5| 10 26,2 214 1,3428 Trend fuggvény hasznélataval (linearis eset):
6 15 22,2 215 1,3478 i 2,45
7| 20 17,9 216 1,353
8 | 21 16,8 216 1,354 Interpl figgvény hasznalataval:
9 | 22 15,9 216 1,3551 2,45
10 23 14,9 217 1,3561
11| 24 13,7 217 1,3572 InterpC fuggvény hasznalataval:
12 23 12,7 218 1,3582 2,46645
13 26 114 218 1,3593
14 27 10,4 218 1,3603
15| 28 9.2 219 1,3614
16 29 8 219 1,3624
17 30 6,7 220 1,3635
18 31 24 220 1,3646
19 32 4,2 220 1,3656
20 33 2,9 220 1,3667
210 34 14 220 1,3678
22 33 -0,2 221 1,3688

Most prébaljunk meg egy spline fliggvényt irni!

Function spline(periodcol As Range, ratecol As Range, x As Range)

Dim period_count As Integer

Dim rate_count As Integer

period_count = periodcol.Rows.Count

rate_count = ratecol.Rows.Count

If period_count <> rate_count Then
spline = "Error: Range count dos not match"
GoTo endnow

End If

ReDim xin(period_count) As Single
ReDim yin(period_count) As Single
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Dim c As Integer
For c=1To period_count
xin(c) = periodcol(c)
yin(c) = ratecol(c)
Next ¢
Dim n As Integer
Dimi, k As Integer
Dim p, gn, sig, un As Single
ReDim u(period_count - 1) As Single
ReDim yt(period_count) As Single
n = period_count
yt(1)=o0
u()=o
Fori=2Ton-1
sig = (xin(i) - xin(i - 1)) / (xin(i + 1) - xin(i - 1))
p =sig * yt(i-1) +2
yt(i) = (sig-1)/p
u(i) = (yin(i + 1) - yin(i)) / (xin(i + 1) - xin(i)) - (yin(i) - yin(i - 1)) / (xin(i) - xin(i - 1))
u(i) = (6 * u(i) / (xin(i + 1) - xin(i- 1)) - sig * u(i- 1))/ p

Next i

gn=o0
un=0
yt(n)=(un-gn*u(n-1))/(gn*yt(n-1)+1)
Fork=n-1To 1 Step -1
yt(k) = yt(k) * yt(k + 1)+ u(k)
Next k
Dim klo, khi As Integer
Dim h, b, a As Single
klo=1
khi=n
Do
k = khi - klo
If xin(k) > x Then
khi =k
Else
klo=k
End If

68



k = khi - klo

Loop While k > 1

h = xin(khi) - xin(klo)

a = (xin(khi)-x)/h

b = (x-xin(klo))/h

Y = a *yin(klo) + b * yin(khi) + ((@a* 3 -a) * yt(klo) + (b ~ 3 - b) * yt(khi)) * (h *2) /
6

spline=Y
endnow:
End Function

Az el8z8 adatokra kébds spline-nal vald kdzelités a kdvetkezd értéket adja:

Tomeg
Etilén  Fagyaspont Forraspont Térésindex Inderpolalando xi érték:

kN glikol °F "F(latm) 22°C-on Tomeg% Etilén glikol
3 32 212 1,3328 33,3
4 5 23,4 213 1,3378
3 10 26,2 214 1,3428 Trend fliggvény hasznalatdval (linearis eset):
B 15 22,2 213 1,3478 i 2,45

7 20 17,9 216 1,353

8 21 16,8 216 1,354 Interpl fiiggvény hasznalataval:
9 22 15,9 216 1,3551 2,45
10| 23 14,9 217 1,3561

11 24 13,7 217 1,3572 InterpC flggvény hasznalatdval:
12 25 12,7 218 1,3582 2,46645
13 26 114 218 1,3593
14 27 10,4 218 1,3603 Spline
15 28 9,2 219 1,3614 2,468572
16 29 8 219 1,3624

17 30 6,7 220 1,3635
18| 31 5,4 220 1,3646

19 32 4,2 220 1,3656

20 33 2,9 220 1,3667

2 34 14 220 1,3678

22 35 -0,2 221 1,3688

3.15. Példa: Lagrange Interpolacié

Erre azért nem volt tul bardtsdgos a tdblazatunk, ha emléksziink. Itt kezd el igazan
hasznos lenni a VB, és a programozasi alapismeretek, mert a Lagrange
interpoldcié sokkal egyszerilibben kivitelezhetd programozott formajaban.

Tegylk fel, hogy adottak a kdvetkez§ adatok:
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Lagrange Interpolacia

Adatok
" b
13 4755
7 3940
] 3090
2310
1 800

Fokszam 3
®i 10
fix) =

Szeretnénk meghatdrozni valamely (esetiinkben xi = 10) pontban a fliggvény
értékét gy, hogy a Lagrange polinom fokszamdat mi hatdrozzuk meg, majd
irassuk ki egy Message Box-ban az eredményt!

Option Explicit
Sub Lagrange_Interpolacio()

Dim n, i, order As Integer
Dim x(10), Y(10), xi As Double

'x adatok kivalasztasa
Fori=o0To10

X(i) = Range("A" &i +5)
Next

'y adatok kivalasztasa
Fori=o0To10

Y(i) = Range("B" &i +5)
Next

'i kivalasztdsa
xi = Range("E4")

'Lagrange fokozatdnak kivalasztdsa
order = Range("E3")

'a kimenetet kifrjuk
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MsgBox "A fuggvény becsiilt értéke: " & Lagrange(x, Y, order, xi)

End Sub

Function Lagrange(x, Y, order, xi)

Dimi, j As Integer
Dim sum, prod As Double

'sum értékének inicializalasa
sum=0

Fori=o0To order
prod = Y(i)

Forj=o0To order

Ifi<>jThen
prod = prod * (xi- x(j)) / (x(i) - x(}))
End If
Nextj
sum = sum + prod
Next i

Lagrange = sum

End Function

Figyeljiik meg, hogy hogyan vdltozik a becsiilt fliggvény értéke, ha véltoztatjuk az
interpoldcié fokszamat!

3.16. Példa: Kétvaltozos fliggvények Interpolacidja

Végiil nézziink egy kissé komplexebb példat: mi a helyzet kétvaltozds fliggvények
interpolacidjaval? llyenkor, habar kivitelezhet§ a hagyomanyos mddon is az
eljaras, csindlja azt az, akinek két anyja van. Ekkor a sajat fliiggvényen kivil mar
mas nem igazan johet szdba:




Option Explicit
Option Base 1

Function InterpC2(keresett_x, keresett_y, ismert_x, ismert_y, ismert_z)

Dim M As Integer, N As Integer
Dim R As Integer, C As Integer
Dim XX(4) As Double, YY(4) As Double, ZZ(4) As Double, ZInterp(4) As Double

R = Application.Match(keresett_x, ismert_x, 1)

C = Application.Match(keresett_y, ismert_y, 1)
IfR<2ThenR =2

If R >ismert_x.Count -2 Then R =ismert_x.Count -2
IfC<2ThenC=2

If C>ismert_y.Count -2 Then C =ismert_y.Count -2

ForN=1To 4
XX(N) =ismert_x(R+N-2)
If ismert_y(C +2) >ismert_y(C-1) Then
ForM=1To 4
YY(M) =ismert_y(C+M -2)
If ismert_ z(R + N -2, C+ M - 2) ="" Then InterpC2 = CVErr(xIErrNA): Exit
Function
ZZ(M) =ismert z(R+N-2,C+M-2)
Next M
Else
ForM=1To 4
YY(M) =ismert_y(C-M +3)
If ismert_ z(R + N -2, C- M + 3) ="" Then InterpC2 = CVErr(xIErrNA): Exit
Function
ZZ(M) =ismert z(R+N-2,C-M +3)
Next M
End If
ZInterp(N) = Cl(keresett vy, YY, ZZ)
'Ez az array a Z értékek interpoldcidja keresett_y helyeken
Next N

InterpC2 = Cl(keresett_x, XX, ZInterp)
End Function

72



Private Function Cl(keresett_ertek, ismert_x, ismert_y)

Dimi As Integer, j As Integer
Dim Q As Double, Y As Double

Fori=1To4
Q=1
Forj=1To 4

Ifi <>jThen Q=Q * (keresett_ertek - ismert_x(j)) / (ismert_x(i) - ismert_x(j))
Nextj
Y =Y +Q *ismert_y(i)
Next i
ada=y
End Function

Préobdljuk ki a kdvetkez6 tablazaton a miikodését:

Hiitofolyadek viszkozitasanak valtozdsa a homeérseklet és dsszetétel

1 | fuggvényében

2 | Térfogatszazalék - etilén - glikol

Hﬁmérséklet“F 20 30 40 20 60 70 80 90
4 | ] 13,76 19,34 30,08 45,58 65,04 107,77
2 | 10 6,83 10,13 14,26 22,06 33,31 46,89 71,87
6 | 20 3,9 5,38 7,74 10,85 16,56 24,79 34,48 49,94
7 30 3,24 4,33 6,09 8,48 12,68 18,77 25,84 35,91
8 | 40 2,39 3,24 4,91 6,77 9,9 14,45 19,71 26,39
9 50 2,18 2,95 4,04 3,5 7,85 11,31 15,29 20,18
10 | 60 1,86 2,49 3,38 4,55 6,33 8,97 12,05 15,65
11 | 70 1,61 2,13 2,87 3,81 2,17 7,22 9,62 12,37
12 | 80 1,41 1,84 2,46 3,23 4,28 5,88 7,79 9,93
13 | 90 1,24 L6 2,13 2,76 3,58 4,83 6,38 8,1
14 | 100 1,11 1,41 1,87 2,39 3,03 4,04 5,28 6,68
15 | 110 0,99 1,25 1,64 2,08 2,58 3,4 4,41 5,58

Ha mindent jél csindltunk, akkor a fliggvényiink a kovetkezdképpen dolgozik:

Hasznalt Hasznalt Interpolalt
hdmérséklet térfogatszdzalék Viszkozitas
95 74,5 5,013713867



A mérndki problémak soran gyakran el6fordul, hogy egy adott fliggvénynek, vagy
pedig egy adott bemeneti ponthalmazraillesztett fliggvénynek meg kell dllapitani
az els6, masodik, stb. derivaltjat. Habar itt egész sokaig sorolhatnank, hogy
hanyadik derivaltat szamitsuk ki, gyakorlatban igen ritka, hogy a masodik derivalt
értékénél mélyebbre kelljen dsnunk. A derivalas elénye az integraldssal szemben,
hogy viszonylag kevés szabadllyal, még analitikusan is konnyen kivitelezhetd
egyszerlibb fliggvényekre, polinomokra. Viszont Osszetett fliggvények esetén
nem biztos, hogy a hagyomdnyos mddszer a legcélravezetébb (rdadasul az is
eléfordulhat, hogy ily médon nem is lehet megoldani a problémat), hiszen
numerikus mddszerekkel hasonlé pontossag biztosithatd jéval alacsonyabb
muveletszammal is. A numerikus eljardsok soran a fliggvényiinket diszkretizaljuk,
vagyis tobb pontot hozunk Iétre, ahol a fliggvény értékének a segitségével meg
tudjuk hatdrozni a fliiggvény derivaltjanak értékét egy bizonyos keresett pontban.
Ez azért is célszerd megkdzelités, hiszen ha éppen bemend pontok allnak
rendelkezésre és nem is egy fliggvény, akkor mdr készen is vagyunk;
megsporoltunk egy |épést magunknak. Ha a pontok eldalltak, két lehet8séglink
van a derivalt szdmitdsara: véges differencidk alkalmazasdval, vagy pedig egy
konnyen illeszthet6 fliggvény (el6z6 fejezet) megkeresésével és annak
derivaldsaval. Természetesen ez a fejezet az elsd esetet fogja taglalni.

Habdr nemsokdra latni fogjuk, hogy szamos mddszer all rendelkezésre, azok
felépitése, levezetése igen hasonld, igy szerencsére ez a fejezet jéval révidebb
lesz, mint az el6z6 volt.

A véges differencia formuldk I[ényege, hogy egy adott x; pontban a
kornyezetében 1évé fliggvény értékek segitségével prébaljak meg kozeliteni a
fliggvény elsd, masodik, stb. derivaltjanak értékét. A kiilonb6z6 rendl derivaltak
becsléséhez pedig a Taylor-sorba fejtést haszndljuk fel. A fejezetben 4 példat
néziink meg a véges differencia formuldk meghatarozdsara, utdna pedig
belatjuk/elhissziik, hogy a t6bbi formula is ugyanezen médon szdrmaztathatd.

A formuldk kilénb6z8sége abbdl adddik, hogy hany kdrnyez§ fliggvényértéket
hasznalnak fel a derivdlt meghatarozasahoz. Ezek a fliggvényértékek — pontok
eshetnek jobbra, balra vagy lehetnek mindkét oldalan a vizsgalt x; ponttdl, ettdl
figgben beszélhetiink eldre, kozép vagy hatra differencidrdl (ez tulajdonképpen
egy elég izzadsagszagl magyaritdsa az angol forward, central, backward
kifejezéseknek).
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Az f(x;_,) értékét Taylor-sorba fejtéssel tudjuk megbecsiilni x; pontban, ha h =
X; — X;_1 0sztaskozt alkalmazunk:

1 1
f@ia) = fO) = hf"Ge) + R f7 G) = o o™ () + -+ (4.1.)

A linedris tagokat meghagyva:

1

f@ie) = f() = hf'Ga) + 57h%F7 () (4-2.)
ahol a 3. tag lesz a visszamaradé tag, ahol x;_; < { < x;. Ha megoldjuk (4.2.)
egyenletet:

, fO) —flxi-) 1,
fr) === 4 @) (43)

ahol a masodik tag a lekerekitési hibat fogja adni. Ha nagyvonalian ezt a tagot
elhanyagoljuk, akkor megkaphatjuk az elsé derivalt becsult értékét. Persze szem
elétt kell tartani, hogy a lekerekitési hiba linedrisan fligg h osztdskoztdl,
pontosabban annak nagysdgrendjétél, ezért felirhatjuk, mint O(h), igy pedig
megkapjuk a két pontos, hatra differencial képletét:

£ = f(xi-1)
h

f(x) = + 0(h) (4-4.)

Mivel { értékét nem ismerjiik pontosan, igy O(h) értéke sem ismert. Azt viszont
tudjuk, hogy h minél kisebb, O (h) értéke ugy valik elhanyagolhatdva.

Ahogy az el6bb megjdsoltuk, ugyanazon elv szerint fogunk haladni: vagyis az
f(xi41) értékét tovabbrais Taylor- sorba fejtéssel fogjuk meghatarozni x; pontbdl
kiindulva, h = x;,1 — x; osztaskozzel:

1 1
f@ivn) = fO) = hf'C) + 7 h2 7 () = 5y R () + - (4-5.)

A lineadris tagok:

1
fiv1) = f(x) = hf'(x) + ﬂhzf”(i) (4.6.)
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ahol a 3. tag ismét a visszamaradd tag, illetve x; < { < x;,4. Ha megoldjuk az
egyenletet:

£1x) _f& L+1) fx 1)+ P (4.7.)

A masodik tag Ujra a Iekereklte51 hibat tartalmazza. Hasonld elhanyagolassal élve,
mint az el8bb, a végsd formula:

f’(xi) — f(xi+1)h_ f(xi) + O(h) (4.8.)

Ebben az esetben tovabbra is a Taylor-sorba fejtést fogjuk haszndlni, viszont most
mar szikségiink lesz a négyzetes tagra is:

fCriea) = fO) = hf () + o hzf”(X)——h3f"'(O Xi-1 S¢S X (4.9.)

illetve:

1 1
fGis) = FO) + RS G) + 52 G) + i (0% xS <% (410)

Ha a masodik egyenletbdl kivonjuk az elsét, akkor a kévetkez8t kapjuk:

1
f(isa) = f(ia) = 2hfCa) + 5 RPIF7) + f ()] (4.11.)
Ebbdl konnyedén kifejezzik f'(x;) értékét:
, _ f(xiv1) — f(xi-1)
freg) = oh
Mire is volt j6 ez az egész? Lathatd, hogy a lekerekitési hiba itt mar az osztaskoz

négyzetétdl fligg, igy annak értéke joval alacsonyabb lesz, ergo jéval pontosabb
kozelitést kapunk, mint az elére vagy hatra differencial formulak esetében.

+ 0(h?) (4.12.)

Tegylk fel, hogy adottak xi,x,,..,x, pontok. Ekkor az eddig megismert 3
modszer kozil a kétpontos hatra differencidl formula nem haszndlhaté x;
pontban, hiszen nem all rendelkezésre x,, viszont az &sszes t6bbi pontban
hasznalhaté O(h) pontossdggal. A kétpontos elbre differencidl képletével
forditott a helyzet: ez a teljes tartomdnyon haszndlhaté O(h) pontossaggal,
kivéve x,, pontban, hiszen x,,,; nem adott. A kétpontos k6zép differencidl pedig
a kezdé- és végpontban (x; és x,) nem hasznalhaté - hasonlé indokok miatt -
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viszont a tartomany tébbi részén igen, méghozza O(h?) pontossaggal. Ezt
érdemes szem eldtt tartani egy ilyen probléma kezelésekor.

i f

F

El6re differencial

11. dbra: Két pontos differencidl formuldk szemléltetése elsé derivalt értékének
kézelitésére

Az elsd derivdlt hdrom ponttal valé koézelitése soran ugyanazon elv szerint
mozgunk, mit eddig: el8szor Taylor-sorba fejtéssel kifejezziik f(x;_1) értékét x;
pontban:

1 1
fGi) = FO) = hf G+ 2 f ) =R xa ST (413)

Ezutdn f(x;_,) értéket kozelitjik x; pontbdl:

1 1
f(xi2) = f(x) — Ch)f'(x) + Z(Zh)zf”(xi) - i(Zh)3f’”(ga);
X2 S QP =X

Ha (4.13.) egyenlet 4-szeresét kivonjuk (4.14.) egyenletbdl, akkor a kovetkezd
kifejezést kapjuk:

(414.)
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4 8
flri) = 4f (o) = =3 () + hf G) + g ROF 7O = BPF (@) (415)

Ezutdn kifejezziik f'(x;) értékét:

, (xi— ) -4 (xi— ) +3 (xi) 1 " 2 "
prey =TI I IITED_ Zpapey 1 2nepriy (416)
Mivel a lekerekitési hiba tovabbra is négyzetesen fligg az osztaskoztdl, igy tovabb

egyszerUsitve a formula:

i—2) —4f (x-1) + 3f (x;
f'Cx) _fxia) 4 ;Cl ) + 3/ (x)+0(h2) (417.)
Vagyis a harom pontos hatra differencidl formula az x; helyen vett elsé derivalt

értékét a fuggvény x;,x;_1 és x;_, helyen vett fliggvény értékekkel tudja

kozeliteni.

A masodik, harmadik derivaltak értékei hasonlé mdédon szdrmaztathatdk a
fliggvény értékeibdl, x; kiinduldsi ponttal, Taylor-sorba fejtéssel, igy ezek itt most
nem kertilnek kifejtésre, levezetésre. A leggyakrabban haszndlt differencidlasi
formuldkat a kdvetkezd tablazat tartalmazza.

Elsé derivalt, 2 pont hasznalataval

,,Elére” differencial vl = yi+1h_ Yi
K6zép differencial yl = Yit1 ~ Vi1
2h
,,Hatra” differencial yl = Yi _hyi-l

Elsé derivalt, 3 pont hasznalataval

. v, — 3V,
,,El8re” differencial . TVit2 + Yiv1 = Y
yl Zh

Els6 derivalt, 4 pont hasznalataval

—y; 8y;.1 — 8y;_ i
Kozép differencial yi = Yira + yl+112h Yier  Yi-a

Masodik derivalt, 3 pont hasznalataval

oyt v,
,,El8re” differencial y!' = Yitz — 2Vix1 T Vi

L hz
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"o_ Vit1 — 2yl + Yi-1

K6zép differencial y!' = %
i — 2V —
,,Hatra” differencidl y! = Vi~ 2Yi-a ¥ Vi
h2

Masodik derivalt, 4 pont hasznalataval

2y; —5yii1 + 4y — Vi
,,Elére” differencial y! = Yi 7 2Vit1 T Witz — Vits
h2
Masodik derivalt, 5 pont hasznalataval

Kozép differencial = “Yisz ¥ 16¥irs = 30y + 16yi-1 ~ Yico
Yi 12h2

Harmadik derivalt, 4 pont hasznalataval

s — 32 F 3V — Vi
,,El6re” differencial yi" = Yi+3 y‘+23 Yi+1 7 Vi

4. tablazat: Numerikus differencidldsi formuldk

4.1. Példa

Feladat:

Van egy harmadfoku polinomunk, aminek siirg6sen kellene a meredeksége -10 és
-1 kdz6tt bizonyos pontokban. Legyen adott a kdvetkezd probléma:

Numerikus Differencialas
F(x) =tx"3 + ux"2 + vk + W

t 1
u -3
v -130
W 150

Megoldas:

Az els§ derivaltat pedig szamoljuk ki hagyomanyos, analitikus médon, illetve
hozzunk [étre egy makrdt, ami két pontbdl el8re differencidl mddszerrel szamolja
az elsO derivalt értékét! A makré futtatdsanal nekiink kelljen kivalasztani X és Y
értékeit, illetve a cél celldkat!

A végeredmény a kdvetkez6képpen fog kinézni:




3 t
4 | u
3 | v
6 | w
7]

8 X
9 | -10
10 | -9
1 -8
12 -7
3 -6
14 | -5
15 | -4
16 | -3
7| -2
18 -1

r
150
348"
486"

r
570

r
606
600"
558"

r
486

r
390
276"

Numerikus Differencialas
F(x) =taA3 + ux2 + v+ W

-130
150

Ax
-1,00E+01
-9,00E+00
-8,00E+00
-7,00E+00
-6,00E+00
-5,00E+00
-4,00E+00
-3,00E+00
-2,00E+00
-1,00E+00

x+Ax y+ly
1,50E+02 -1,00E-07
3,48E+02 -9,00E-08
4,86E+02 -8,00E-08
5,70E+02 -7,00E-08
6,00E+02 -6,00E-08
6,00E+02 -5,00E-08
5,58E+02 -4,00E-08
4,86E+02 -3,00E-08
3,90E+02 -2,00E-08
2,76E+02 -1,00E-08

Y szamitdsa nem okozhat gondot.
Ax = x * (1 + delta)
(x +A) = F(x + Ax)
(y +A) = x = delta

Ax _
5= F®

A makrdval valé megoldasa a feladatnak:

Ay/hx

-2,30E-05
-1,50E-05
-8,80E-06
-4,13E-06
-8,40E-07

1,25E-06
2,32E-06
2,55E-06
2,12E-06
1,21E-06

delta
1,00E-08

Ax/ Ay
Excel képlettel

230,00
167,00
110,00
59,00
14,00
-25,00
-58,00
-85,00
-106,00
-121,00

Makra

220,00
167,00
110,00
59,00
14,00
-25,00
-58,00
-85,00
-106,00

-121,00

Option Explicit
Option Base 1

Sub Derivs()

Dim z As Integer, N As Integer
Dim Old_Ys() As Double, New_Ys() As Double, Old_Xs() As Double
Dim Derivs() As Double, increment As Double
Dim known_Xs As Object, known_Ys As Object, cel As Object
increment = 0.00000001

Set known_Ys = Application.InputBox("Valassza ki az Y értékeit!", "Lépés 13", ,,,

7}8)

N = known_Ys.Count
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ReDim Old_Ys(N), New_Ys(N), Old_Xs(N), Derivs(N)
z=1
For Each cel In known_Ys
Old_Ys(z) = cel.value
zZ=2+1
Next cel

Set known_Xs = Application.InputBox("SValassza ki az X értékeit!", "Lépés 2/3",,
1299 8)
z=1
For Each cel In known_Xs
Old_Xs(z) = cel.value
cel.Value = Old_Xs(z) * (1 + increment)
Z=2+1
Next cel
=g
For Each cel In known_Ys
New Ys(z) = cel.Value
Z=2+1
Next cel
z=1
For Each cel In known_Xs
cel.value = Old_Xs(z)
Z=2Z+1
Next cel

Application.InputBox("Vélassza ki, hova tegyem az eredményeket!", "Lépés 3/3",
vy, 8)-Select
Forz=1ToN
Derivs(z) = (New_Ys(z)-Old_Ys(z))/ (increment * Old_Xs(z))
ActiveCell.Offset(z - 1, 0).Value = Derivs(z)
Next

End Sub
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Az integraldst, mint matematikai eszkdzt a mérnoki gyakorlatok igen széles
spektruman alkalmazzuk, hiszen a fliggvény alatti teriilet szamitas képezi a
teljesitményszadmitds alapjat, persze szamos egyéb alkalmazasa is el6fordulhat
(gondoljunk csak a hoétani dllapotvaltozdsok leirdsara, nyomatéki gorbe
meghatdrozdsa nyiréerdbdl, stb.). Szintén gyakori, hogy ott ahol a fliggvény alatti
terlletre lenne sziikség, maga a fliggvény nem ismert — példdul egy mérési
eredmény kiértékelése soran. gy vagy az approximaciéhoz nyulunk és a kapott
figgvényt analitikus mddon integrdljuk, vagy pedig alapbdl egy numerikus
integrdldsi mddszert valasztunk, mely lehet&séget kindl az approximacid
kihagyasara, és in medias res médon kapdsbdl belecsapni az integrdlasba. Hogy
még inkdbb meggydzzek mindenkit a numerikus integrdlds gyakorlati
hasznossagardl (azon felil, hogy integralni — szemben a derivélassal - nemigazan
konnyti), arrdl se feledkezziink meg, hogy léteznek szép szdmmal olyan
fliggvények, melyek a hagyomdnyos dton véve nem integralhatdk.

Emlékeztet: a hatdrozott integraldas problémdja alatt a kovetkezd képletet
értjik:

b
j fG)dx = F(x) (5.1

ahol F(x) fuggvény f(x) primitiv figgvénye, koztlik a kapcsolat: F'(x) = f(x).
Ha a és b hataroktdl eltekintenénk, hatdrozatlan integralasrdl beszélnénk, ekkor
végtelen sok megoldas létezik, hiszen F(x) + ¢, c € Ris f(x) integrélja lesz, mivel
a konstans derivaltja mindig 0-ra adddik. A hatdrozott integrdlds sordn az f(x)
fliggvény [a, b] intervallumon értelmezett gérbe alatti terlletét értjiik, és ez a
mérnoki létlink soran elég sokszor lesz kiildndsen fontos, viszont emlékezhetiink
ra, hogy olykor milyen kinkeserves is megsziilni egy fliggvény primitiv fliggvényét.
A numerikus integralds lényege, hogy az analitikus megoldds helyett egy sor
diszkrét pont és a vett fliggvény érték egy adott kombindcidjaval allitjuk eld,
egészen pontosan kozelitjiik az integral értékét. Vagyis most is diszkretizalnunk
kell az értelmezési tartomdnyt, majd valahogyan megszerezniink a fliggvény
értékeit. Ez rendelkezésre dllhat alapbdl egy mérés eredményeképp, vagy pedig
kiszdmolhatd, ha a fliggvény maga ismert. Természetesen az indok, hogy ez miért
jo nekiink: mert egyrészt sokkal kénnyebb, mint hagyomanyos mddon integralni
(tényleg sokkal!), mdsrészt jelent6sen kevesebb miuiveletszdm sziikséges
elvégzéséhez, ami fbleg egy bonyolultabb szimulacid, vagy nagy adathalmaz
esetén igen jol j6het.
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Aleggyakrabban hasznalt formuldk a Newton-Cotes formuldk, melyek alapvet&en
két kategdriaba sorolhatdk: nyitott és zart alakidba. A kiilénbség a kettd kdzott
viszonylag egyszer(: a nyitott formuldknal az intervallum végpontjai nem
kerilnek felhasznaldsra a szamitds soran, mig a zart formuldk esetében igen.
Nyitott formuldnak mindsiilnek a téglalapszabaly és a Gauss kvadratira formula,
mig zartak lesznek a trapéz- és Simpson szabdlyok.

A Newton-Cotes formuldk egy nagyon egyszerl megkdzelitésbdl indulnak ki:
ahelyett, hogy a tényleges fliggvényt integralnank, helyettesitsiik azt egy nagyon
egyszerl polinommal (nulla, elsé, mdsod, maximum harmadrendl polinommal),
és annak/azoknak az integrdldsat végezziik el. Ez kétféleképp lehetséges: ha a
figgvény maga rendelkezésre all, akkor diszkretizacié segitségével pontokat
képeziink, majd interpolacidval rdillesztjik a fliggvényiinket, melyet végiil
integralunk; ha eleve pontok dlinak rendelkezésre, akkor pedig az elsd [épést ki is
hagyhatjuk.

Az egyik legegyszer(ibb mddszer a téglalap szabdly. Ebben az esetben a fliggvény
integral értékét (f; f(x)dx) egy téglalap segitségével kdzelitjik a és b végpontok
kozott, ezzel a téglalap szélessége adottis lesz: b — a. Akérdés csak az, hogy mily
mddon hatdrozzuk meg a téglalap magassdgit. Erre hdrom megoldast
haszndlhatunk: ha az intervallum bal oldali végpontjaban vett fliggvény értéket
vessziik alapul, ha a jobb oldali végpontban vett fliggvény értéket vessziik alapul,
vagy ha az intervallum kézepén vett fliggvényértéket. Ezen megkullonboztetés
miatt szokas hivni ezeket a mddszereket balkéz-, jobbkéz- és kdzéppont
mddszernek. Habdr a mddszer maga tényleg konnyd, azért érezhetd, hogy
pontossaga hagy némi kivannivalét maga utdn. Ahogy a 12. dbra is szemlélteti,
amennyiben az [a, b] intervallum széles, rdaddsul a rajta értelmezett f(x)
figgvényben viszonylag nagy valtozas torténik. A téglalap mdédszerek mindegyike
igen nagy hibaval dolgozik, ha a tokéletességre toreksziink, az értelmezési
tartomany egyként valé kezelése, vagyis a globalisan felirt téglalap mddszer
maximum nagysagrendben adhat tampontot. Persze pontos eredményként
semmiképpen sem ajanlott elfogadni. Ugyanakkor azt is lathatjuk, hogy miképp
lehetne ezen a tulajdonsagon valtoztatni: mi torténne akkor, ha ugyanezt a
feladatot nem csak egyszer, hanem t6bbsz6r is megcsindlndnk? Ezzel jutunk el az
un. dsszetett téglalap szabalyokhoz.
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Balkéz formula Jobbkéz formula

K6zéppont formula

1
1
I
i
1
[=if(m)(b —a)
1
I
|
1
1

V=

a m= % (a+b) b
12. dbra: Téglalap szabdly formdi

El6szor is az [a, b] intervallumot felosztjuk n darabra ahol:
a=xg<x1 < <xp_1<x,=b
Ax; szélességli alintervallumokat hozunk Iétre. A teljes intervallumon értelmezett

figgvény integrdl értéket ezen intervallumokon vett fliggvényértékek
szorzatOsszegével fogjuk kozeliteni, vagyis:

b n
[ reax =y rapax (52)
a i=1

Ehhez elsGsorban az x; értéket kell megtaldlni minden intervallumra, de hat erre
taldltuk ki a balkéz-, jobbkéz- és kézéppont szabdlyt. A harom legegyszeri(ibb
mddszer a kdvetkezEképp néz ki felirva:

- balkéz:

L, = ;f(xi—l)Axi (5.3.)

- jobbkéz:
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Ry = Z o)A, (5.4.)

- kozéppont:

n
Xi—q1 + X
SMy = D" f (R (55
i=1

Altaldban véve szeretiink térekedni az egyszer(ségre, igy gyakran alakitjuk tgy a
képletet, hogy az [a, b] intervallum felosztdsa ekvidisztdans mdédon torténjen,

. . . . b-a
vagyis a részintervallumok szélessége megegyezzen: h:T’ ahol n a

részintervallumok szama. Ekkor az el6z6 harom képlet a kdvetkez6képpen
egyszer(isodik:

- balkéz:
n
b—a
Ly === fCxi0) (56
i=1
- jobbkéz:
n
b—a
Ry =" f(x:) (57)
i=1
- kozéppont:
b—ax +
—-a Xi_1 +x;
s, =20y (Fs ) s
"=, f 5 (5.8.)
i=1
8- 8 rs
7 s
6 6
5+ 5
4 Ta 44 Lo
3] K 3 = flzs
2 . flxa) 21
1 1 1- 1
0 Tp T — I 0 Iy Ia — .J"l‘-_
0 0.5 1.5 2 0.5 1.5 2

13. dbra: Példa az ésszetett balkéz (balra) és jobbkéz (jobbra) szabdlyra

http://www.inf.u-szeged.hu/~kgelle/sites/default/files/upload/11_numerikus_integralas_o.pdf
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5.1. Példa
Feladat:

Vizsgaljuk meg az "f(x) = 1-x*" fiiggvény alatti teriiletet a= 0 és b = 1,5 k6zétt 10,
40 és 100 részintervallumra felosztva!

Megoldas:

A kovetkezd oldalon lathatéd Excel tabldzatot fogjuk Iétrehozni a
kovetkezdképpen:

Az elsd 10 sorban mar nem szabad, hogy legyen barmilyen kihivas, ezért annak
részletezésétdl eltekintek.

Az intervallumok szamdnak megadasdndl definidlijuk n értékét, ami alapjan
szamolnunk kell a h osztdskozt, itt az A8-ban megadott értékkel szamoltatunk.

Ezutdn jOn az érdemi rész, kezdjlik a 10 részintervallumra vald felosztassal: Az x
értékeit megadhatjuk egyszerlien, A16 cellat egyenldvé tessziik B5 celldval. Ett6l
lefelé viszont tesziink bele egy magyaros huszarcsapast, mert éljen a lustasag.
Ahelyett, hogy csak hozzdadogatnank a h osztaskozt A16 celldhoz, betesziink egy
HA logikai vizsgélatot B17 cellatdl lefelé:

=HA((A16+B$12)>$B$6;0;(A16+B$12))

Ennek az értelme annyi, hogy nem kell celldkat szamolgatni, amikor lefelé
elkezdjik mdsolni a képletet, mert ha eléri az 1,5 értéket, utdna automatikusan
kinulldzza magat, és Ujrakezdi a szamlaladst, ezzel kénnyebben megtaldljuk, hogy
meddig kell hizni a képleteket.

B16 cellatdl felelé megadjuk f(x) = 1 - x> fliggvény képletét. Az A oszloppal egylitt
ezek fogjak az alappontokat képezni.

Ebbdl szamitjuk bal-, jobb- és k6zépmddszer szerint a gérbe alatti teriletet. A bal-
és jobbkéz mddszer esetében semmi turpissag nincs az ligyben, hiszen C és D
oszlopok celldit csak egyenl8vé tesszilk a mellettik [évé B celldk elemeivel,
viszont balkézmddszernél az utolsé, mig jobbkézmddszernél az elsé cellat
hagyjuk tresen. A kbzépszabalynal (E oszlop) szintén lrres marad az elsé sor, majd
pedig az el6z6 két fliggvényérték atlagat vessziik majd, igy E17 celldban a
kovetkezd képletet adjuk meg:

=(B17+B16)/2

Vegiil az értékek kiszamitdsa utan 6sszegezziik a fliggvényértékeket az kordban
megismert képletek szerint, majd osztjuk 6ket az osztdskdzzel, igy C28 cella a
kovetkezd lesz:

=SzUM(C16:C26)*$B12
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Osszesitve a 3 kiildnb6z8 felosztds eredményeit, a kdvetkez6 értékeket kell
kapnunk:

X0 Osszegzés: Lo, R, SM,.;

32_ h*3f, 0,538 0,201 0,369
33_ h*3f, 0,417 0,332 0,375
JE h*3f, 0,392 0,358 0,375

Ha csak a balkézmddszert dabrazolndnk, a kdvetkez8képpen kézeliti a 3 kiilénb6z6
felosztas a gorbénket:

Ln,i

1,000
0,800
0,600
0,400
0,200
0,000
-0,200
-0,400
-0,600
-0,800
-1,000

0,800

0,300

0200 1 3 5 7 9 1113 15 17 19 21 23 25 27 2

-0,700

-1,200
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Ln,i

1,500

1,000

0,500

0,000

-0,500

-1,000

-1,500

Szamoljuk ki a tényleges fliggvény értékét, illetve a relativ hibakat, ha:

15 1,53
= 1,5 - T = 0,375

0

15 1,5
f f(x)dx = f (1-x%)dx = (x _ %x3)
0 0

Az egyes mddszerek abszolut hibdi pedig:

Korrekt érték: 0,375
=18 Abszolat hibak: Ly Rpi SM,;
€ 0,163 0,174 0,006
£ 0,042 0,043 0,000
€ 0,017 0,017 0,000

A matematikai levezetés nélkiil az 6sszetett téglalap szabaly becsdilt hibdja balkéz
(és jobbkéz) szabdly esetén:

E=Ew—@ﬂh=mm (5-9.)

ahol f' a fiiggvény atlagos hibdjat jeléli, melyet Taylor-sorba fejtéssel irhatunk fel,
majd becsiilhetjiik meg értékét a teljes intervallumra.

Az Osszetett téglalap formula k6zéppont szabaly esetén a kdvetkezd hibaval
rendelkezik:
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[— (b — a)f”] h? = 0(h?) (5.10.)

ahol f" a becsiilt értéke f'"-nek a teljes [a, b] intervallum felett.

Ahogy lattuk, a téglalap szabalyok — a fliggvény valtozasanak fliggvényében vagy
ala- vagy f6lé becslilik az integral értéket. Ebbdl kifolydlag ésszeriinek tiinik, hogy
a kozelités sordn vegyiik a balkéz- és jobbkéz formulak szamtani atlagat, ami
jobban megfontolva nem mds, mint az intervallum 4 pontja altal meghatarozott
trapéz. Ezzel a két flggvényérték - f(a) és f(b) - kozbtt egy linedris vonalat;
els8rendd polinomot hoztunk 1étre. Az ez alatti terillet pedig a trapéz tertiletébdl
kiindulva elég egyszerten kiadddik. Ha csak a balkéz- és jobbkéz szabalyok
atlagdbdl indulunk ki:

L,+R
T, = ”; n (5.11.)
Ebbdl a geometriai interpretdcio:
A=f(a )+f—() "D (5.12.)

Ezzel ismét abba a hibdba esiink, mint az el8bb, vagyis globdlis megoldast
prébalunk keresni vele, holott érezhetjiik, hogy ez a képlet 6nmagaban még nem
fogja elhozni a tejjel-mézzel folyé Kanaant (Idsd 14. abra bal oldal). Ismét inkabb
érdemes ugyanezt tObbszor megismételni az [a,b] intervallumon, vagyis
felosztva azt az egyes részintervallumok terileteit irjuk fel (ldsd 14. dbra jobb
oldal):

A — f(xl 1)2+ f(xl) X; (5.13.)

Ezzel tulajdonképpen fel is irhatjuk az 6sszetett trapéz szabdly formuldjat:

T, = z f(xi—1)2+ f (i) Ax, (514)

Ha a felosztast egyenld osztdskdzokkel tessziik meg, észben tartva, hogy x;,1 —
x; = h (i =1,2,...,n), akkor a végképlet a kdvetkezf lesz:

h n
To== ) [f(x) + fxi31)] =
2 ; (5.15.)

h
=5 (@ +2f () +2f (a3) + -+ 2f () + £ (D]
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>
7 x, x; X x, N
X =a Xp1=b
14. dbra: Az egyszerti (balra) és 6sszetett (jobbra) trapéz szabdlyok
Az Osszetett trapéz formula a kdvetkez6 hibdval rendelkezik:
1 _
E=|-50-af|r=o0m (516

ahol f" a becsiilt értéke f"-nek a teljes [a, b] intervallum felett. Lathatd, hogy
értéke az Osszetett k6zéppont mddszerével hasonld érték(, viszont a bal- és
jobbkéz mddszerekénél (O (h)) jelentdsen jobb.

5.2. Példa

Feladat:

Folytassuk az el6z6 tébldzatot, és egészitsik ki a trapéz mddszerrel is! (plusz
oszlopokat beszurva)

Megoldas:

Az F oszlopban az elsé elem szintén kimarad, majd F17-tél indul a sulyozott
fliggvényértékek szamitasa:

=(B17+B16)/2*(A17-A16)

Az Osszegzésnél viszont j6 les figyelni, mert itt mar nem kell bevenniink az
osztaskozt a buliba, elegendd csak 6sszegezniink az F oszlop elemeit.

A feladat ugyanez N és V oszlopokban is:
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Kiegészitve az el6z8 dsszegz§ tablazatainkat, a kovetkezéképpen alakulnak az
integral értékek:

e Osszegzés: Lo Rn SM, ; T,
h*3f; 0,538 0,201 0,269 0,369
h*3f, 0,417 0,332 0,375 0,375
h*3f; 0,292 0,358 0,375 0,375

Korrekt érték: 0,375

Abszolit hibak: L, R, SM, ; T,
£ 0,163 0,174 0,006 0,006
£ 0,042 0,043 0,000 0,000
£ 0,017 0,017 0,000 0,000

A trapéz szabdllyal eljutottunk az els6 foku polinomokkal valé munkaig, igy a
kovetkezd 1épés a magasabb rend(i polinomok haszndlata lesz. Természetesen
ennek kdvetkeztében varhatéan az eredmény varhaté pontossaga is magasabb
lesz. Ezek a mddszerek az un. 1/3-0s és 3/8-0s Simpson szabalyok, melyekkel
madsod- és harmadrend( polinomokat hasznalunk fel a bemend pontok, vagyis
alappontok kozelitésére. Tessziik mindezt tovabbra is azért, hogy egy pontos, de
mégis gyors modszerhez jussunk.

A Simpson szabalyok felirdsa el6tt viszont hazafias kotelességiink leszégezni,
hogy innentdl fogva kvadrattraformuldkrdl beszéliink. Egy f fliggvény hatdrozott
integralja az [a, b] intervallumon kozelithetd egy kvadratdra-formuldval, ha:

- kiszdmitjuk az alappontokat (x4, x5, ..., x,), melyekrea = x; < x, < - <
X, = Db,

- meghatdrozunk minden x; alapponthoz egy sulyt, w;-t,

- Akvadraturaformula ekkor:

Qn(f) = z wif (x;) (5.17.)
i=1

vagyis az alappontokon vett sdlyozott fliggvényértékek 6sszege.

Egy kvadratura formula dltaldban megkaphat6 a kévetkezd formaban:

meghatdrozzuk az alappontokat (x; ... x,)
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- akvadratdra formula értékét az (x;, f (x;)) pontokra illesztett Lagrange-
interpoldciés polinom [a, b]-n vett integrdlja legyen.

Ha ezt igy adjuk meg, akkor interpoldcids kvadrattra formuldrdl beszéliink. Tehat
mivel a Lagrange interpolacids polinom felirhaté a kévetkezd alakban:

> FGLio) (518,
i=1

ahol az L;(x) az adott x-hez tartozd i-edik Lagrange alappolinom. Ennek az
integralja pedig:

[

vagyis egy interpoldcids kvadratira formula mindig kvadratura formula lesz, ahol

n b

FOLCIdx = | £G) | LiGodx (519)

n
i=1 =1

a megvalasztott stly w; = f; L;(x)dx.
Newton-Cotes formulak

Gondolom evidens, hogy kvadratuira formuldk haszndlatakor is alapkérdés, hogy
milyen alappontokat haszndlunk, mivel Lagrange interpoldcié esetén az
alappontok esetében a sulypontok egyértelmien el8allnak.

Ha a vizsgdlandd [a,b] intervallumot egyenl6 osztdskdzzel osztjuk fel
(ekvidisztdnsan), a végpontjai pedig az alappontok, akkor az ezekre felirt
interpolacids kvadratura-formuldt Newton-Cotes formuldaknak nevezziik.

Osszetett kvadratura-szabalyok

A polinommal térténd integralds pontossdga nem feltétlendl javul az alappontok
szamanak novelésével (az esetek jelentds részében igen, de nem mindig).
Akdrcsak az interpoldcidk esetében, egy bizonyos alappont-szam felett a kdzelité
polinom mdr elég zaboldtlanul tud viselkedni. Ezen jelenség kikiisz6bodlése
érdekében hasznalatos a kiinduldsi [a, b] intervallum felosztasa n részre, melyekre
kiilon-kiilon kvadratura-formuldkat irunk fel (pl. trapéz, vagy Simpson szabdlyt).
Az ezen moddszer szerint el8allt kvadratira formuldt Osszetett kvadratira-
szabalyoknak is nevezziik.
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Meg kell jegyezni, hogy ezen témakért sokkal részletesebben is lehetne
boncolgatni, viszont ezen jegyzet elsédleges célja, hogy a mérndki gyakorlatban
felhasznalhaté mdédszerekre fokuszaljunk.

Az eddigi mddszerekkel szemben az 1/3-os Simpson szabdly mdsodfoku
polinomokkal (nem véletlen a tébbes szdm!) kozeliti az alappontokat. Ehhez 3
pontra van sziikségiink egyszerre, melyek a kévetkezé mddon kovetik egymast:
X1 = a,x, = (a+b)/2 és x3 = b, ahogy ezt a 15. dbra bal oldala is szemlélteti.

N f

v=

x,=a "2 X3 W
1 = "‘n+1_b

15. dbra: EgyszerU 1/3-0s Simpson szabadly (balra), 6sszetett 1/3-os Simpson szabdly
(jobbra)

A legegyszeribb megoldds a masodfokd gorbe illesztésére a mdsodfoku
Lagrange interpoldcids polinom alkalmazdasa, mely felirhatd, mint:
(x —x2)(x — x3) (x —x1)(x — x3)
(x) = (x1) + (x2) +
Pz (1 — x2) (%1 — x3)f ! (e = 20) (Cxz — x3)f 2
(x —x1)(x — x3) (5.20.)
f(x3)
(x3 — x1) (%3 — x2)

Ezzel az integralandd formula a kdvetkezd lesz:
b

b
[ rax = [ pwax (5.21)

a
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a+b

Ha behelyettesitjiik p,(x) polinomot x; =a,x, = — X3 = b értékekkel, és

elvégezziik az integraldst a-tdl b-ig, akkor a kdvetkezd képletet kapjuk, mely
egyben az egyszer(i 1/3-0s Simpson szabaly képlete is:

b
h
[ reodx = 317G + 476 + £ (5.22.)

b— . . e - . .

aholh = Ta Ez amddszer hihetetlen kreativitasrdl tanubizonysagot téve az 1/3-
0s szorzorol kapta a nevét.

Az Osszetett 1/3-0s Simpson szabaly esetében az [a, b] intervallum felosztdsra

kerll n darab részintervallumra, ehhez n + 1 (!) pontot hasznalnunk fel, igy a =

X1, X2, e, Xn, Xn+1 = b. Habdr megoldhatd, hogy az intervallumok szélessége nem
(b— a)

ugyanakkora, az ekvidisztans felosztds (h = ) sokkal egyszer(ibbé teszi

életilinket. Mivel egy részintervallumra valé parabola illesztéshez harom pont
szlikséges, igy kilondsen fontos szabdly, hogy az 1/3-0s Simpson szabdly akkor
alkalmazhatd, ha a részintervallumok szama paros! Ezzel az Osszetett 1/3-0s
Simpson szabaly képlete a kovetkezdképp néz ki:

b

h h
f f(x)dx = 3 [f Q) +4f(xy) + f(x3)] + 3 [f(x3) + 4f (x) + f(x5)] + -
a N (5.23.)
+ § [f(xn—l) + 4f(xn) + f(xn+1)]

Lathatd, hogy az Osszegzés sordn a paros indexld fliggvény értékeket
(x2, X4, ..., X)) Négyszer adjuk 6ssze, mig a paratlan index( fliggvény értékeket
(x3, X5, ..., Xp—1) csak kétszer mig az elsd és utolsé fliggvény értéket csak egyszer-
egyszer. Igy az 6sszetett Simpson szabdly formuldja sszevont alakban:

b n n-1
h
| f(x)dxeg{f(xl)w Y ray+z Y f(x;)+f(xn+1)} (5.24)

i=2,46.. j=3,5,7...

Végezetil rantsuk le a leplet, hogy miért is szeretjiik annyira ezt a mddszert! Az
Osszetett 1/3-0s Simpson mddszer hibdja:

E= [—M(b — f(4>] ht = 0(h%) (5.25.)
ahol f® a becsiilt értéke f®-nek a teljes [a, b] intervallum felett. Vagyis az
dsszetett trapéz mdédszer hibajahoz képest (0(h?)) ez a Simpson mddszer két
nagysagrenddel pontosabb (0(h*)) megoldast képes szolgéltatni.
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Az 1/3-0os Simpson szabdly tovdbbfejlesztése, amikor nem masod-, hanem
harmadrend( polinomot alkalmazunk az f(x) fliggvény értékének kozelitése

érdekében. Ehhez 4 pontra van sziikséglink, melyek k6z6tt — hasonléan az eddig

2a+b

megfontoldsokhoz - ugyanakkora tavolsag van, igy: x; = a,x, = ——,x3 =

a+2b

,X4 = b,aholh = b;—a, ahogy ezt a 16. dbra is mutatja.

A f P5)

«— h —o>— h —— h —>|

X
»
»

X =a Xo Xq x,=b

16. dbra: 3/8-0s Simpson szabdly

A harmadfoku Lagrange polinom a 4 alappontra a kévetkez6képpen irhatd fel:

_ (x = x2)(x — x3) (x — x4) (o = x1) (x — x3) (x — x4)
Ps(x) = (g — x2) Qe — x3)(xq — x4)f(X1) * (2 = x1) (o — x3) (X7 — x4) fG) +
o)) =) oo Gom)e—m)ox) oo (5-26.)
(o3 — x1) (x5 — x2) (x5 — x4) 3 (x4 — x1) (g — x3) (x4 — x3) *

Ha ezt a polinomot helyettesitjik vissza az integrdlandé fliggvény helyére:
b

b
f FG)dx = f ps(¥)dx (5.27.)

a
Ha a p;(x) polinomban xq,x,,x3,x, értékeket behelyettesitjiik a és b
paraméterekkel, akkor a 3/8-0s Simpson szabadly a kévetkez8képpen irhatd fel:
’ 3h
[ reodx = 2176 +37Ce) + 37 ) + £ @) (528)
a

Természetesen az elnevezés most is a 3/8-ados szorzdbdl ered.
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Persze most sem dllhatunk meg egy globalis mddszernél, a 3/8-os Simpson
szabdlynak szintén van Osszetett verzidja, ahol a vizsgalt [a, b] tartomanytn + 1
darab alappontra osztjuk fel: a = x4, x5, ..., X5, X414 = b. Célszerl tovabbra is az
ekvidisztdns felosztdshoz ragaszkodni. Mivel a 3/8-os Simpson szabdly
harmadfoku polinomjanak felirdsdhoz 4 pont sziikséges, nagyon fontos szabaly,
hogy az [a, b] intervallum felosztdsdndl 3-mal oszthatd szamu részintervallumot
kell 1étrehozni! Ekkor a felosztds utdn a kovetkezdképpen Osszegezhetjik a
részintervallumok tertileteit:

b
3h
[ Faodx = 1) + 37 G) + 3 ) + £

3h .
o [ Ge) + 3 (xs) +3f (o) + F(e)] + - (5:29.)

3h
+ ? [f(xn—z) + 3f(xn—1) + Sf(xn) + f(xn+1)]

Ha elkezdjiik 6sszevonogatni az egyes tagokat, akkor lathatjuk, hogya 2., 5., 8., ...
és 3.,6.,9., ... indexi elemek 3-as szorzdval dsszegezhetdk, mig a 4.,7.,10., ...
indexu elemek 2-es szorzdval, vagyis 6sszevonva igy irhatd fel:

b n-1 n-2

h
f f(x)dxs%{f(xl)H D UG+l +2 ) f(xj)+f(xn+1)} (5-30.)
a i=2,5,8 j=4,7,10

Ezzel el is jutottunk az Osszetett 3/8-os Simpson szabaly képletéhez. Ezen
mddszer pontossdga a kdvetkezdképpen irhatd fel:

E= [—8—10(b —a)f@®|h* = 0(h%) (5.31.)

ahol f® a becsiilt értéke f®-nek a teljes [a, b] intervallum felett. Vagyis az
dsszetett trapéz maédszer hibadjahoz képest (0(h?)) ez a Simpson mddszer két
nagysagrenddel pontosabb (0(h*)) megoldast képes szolgéltatni, ugyanakkor
pontossdga 6sszemérhetd az dsszetett, 1/3-0s Simpson szaballyal.

Habar [éteznek mdas megkozelitések is, példdul ha az integralandd fliggvény
adott, a Romberg és Gauss kvadraturaformuldk igen jé szolgaltatast adnak, az
Osszetett Simpson mddszerek a legtdbb mérndki problémdra gyors és kell6en
pontos eredményt képesek szolgaltatni, igy alkalmazasuk igen elterjedt.
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5.3. Példa

Feladat:

Ha mar ennyire bej6tt eddig, akkor folytassuk tovabb az eddig megkezdett
feladatot, és vizsgdljuk meg 1/3-os Simpson mddszerrel is 10 és 40
részintervallumra felosztva [a,b]-t!

Megoldas:
Habdr kiférne egy tablazatba, hogy ne folyjon dssze, nyissunk egy Gj munkalapot,
és hozzuk |étre az eddigi séma alapjan a tablazatunkat:

(4 o 8 | ¢ | 0 | E | F | &6 | H | [ J | & | L . ~M N 0o |
n Numerikus integralas Simpson szabaly segitségével

=
2

V\zsga’l]uk meg az "f(x) = 1" fiiggvény alatti teriiletet a= 0 ésb = 1,5 kozdtt 20 részintervallumra felosztva!

Adott:

B3 as] 0,000

b=| 1,500

n=| 40,000

Eln=(ba)n=| 0,038

Intervallumok szamanak megadasa Intervallumok szdmanak megadasa

[ 11] n=| 10,000]int. | [ n=| 20,000]int. |

h=‘ 0,150‘oﬂté5k62 ‘ | h=| 0,038|oﬂté5k62 ‘

m Sorszam X fix) Snits Szorzd | Szorzd | c*fix) Sorszdm X x) Snitm Szorzd | Szorzd | c*fix)

1 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000

2| o150 0978 0973 4,000 3,910 2 0038 o099 0999 4000 3,994

3 0,300 0,910 0,910 2,000 1,820 3 0,075 0,954 0,994 2,000 1,989

4 0,450 0,798 0,798| 4,000 3,190 4 0,113 0,987 0,987 4,000 3,949
20 = 0,600 0,640 0,640| 2,000 1,280 3 0,150 0,978 0,978 2,000 1,955

6 0,750 0,438 0,438 4,000 1,750 6 0,188 0,965 0,965 4,000 3,859
22 7 0,900 0,130 0,190 2,000) 0,380 7 0,225 0,949 0,949 2,000 1,899]

8 1,050 -0,103 -0,103 4,000 -0,410| 8 0,263 0,931 0,931 4,000 3,724

9| 1,200 0440 -0,440| 2,000 0,880 9| 0,300 0910 0910 2,000 1,820

10 1,350 0,823 0,823 4,000 -3,290| 10| 0,338 0,886 0,886 4,000 3,244

11 1,500 -1,250 -1,250 1,000 -1,250| 11| 0,375 0,859 0,859 2,000 1,719

12| 0,413 0,830 0,830 4,000 3,319

| 380 | 0,375 | 13| 0450 0,798 0,798 2,000 1,595

Az eddigiekhez képesti Gjdonsag a D oszlop mellett (ahol mar minden f(x) értéket
bevesziink a buliba) az E és F oszlopban 1évd szorzék meghatarozasa a képlet
szerint. Ehhez figyelni kell az osztdskdzre, hiszen ahogy mdar mondtuk, pdros
szamu intervallumra lesz sziikség, igy a sorok szamat meg kell okositani kicsit.

A G oszlop elemei a kdvetkezdképpen allnak fel:
=D16*HA(E16<>0;E16;F16)

Ezzel biztosithatjuk, hogy azzal a szorzdval fogja elvégezni a miveletet, amire
tényleg sziikségilink van.

Végiil az 6sszegzésnél (G28) pedig:
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=($B$12/3)*SZUM(G16:G26)

A pontossag pedig maga a tokély mar a 10-es felosztasndl is:

Osszegzés: [ Rnj SMp; Ti Snii/s
n=10|h*3f, 0,538 0,201 0,369 0,369 0,375
n=40|h*3f; 0,417 0,332 0,375 0,375 0,375

n=100 |h*3F. 0,392| 0,358 0,375/ 0,375 0,375
Korrekt érték: 0,375

Abszoltt hibak: Leq Rnji SMh; Mo Sni1/z
n=10 5 0,163 0,174 0,006 0,006 0,000
n=40 5 0,042 0,043 0,000 0,000 0,000

n=100 £ 0,017 0,017 0,000 0,000 0,000

5.4. Példa

Feladat:

Na, meglepetés ha azt mondom, hogy ugyanez, mint eddig? Csak most irany a 3/8-
os Simpson mddszer!

Megoldas:

Mivel a mddszer ugyanugy mikddik, mint az 1/3 Simpson, igy csak az értékeket

mutatom meg:
S T =N I - T S D T ) O = |

n Numerikus integrélds Simpson szabaly segitségével

Vizsgaljuk meg az "f(x) = 1-x”" fuggvény alatti teriletet a=0 és b = 1,5 koz6tt 20 részintervallumra felosztva!

L Adott:
| 5 | a| 0,000
b=| 1500
n=| 40,000
0,038]
Intervallumok szimanak megaddsa Intervallumok szémanak megadasa
[ 11] 39,000)
0,038[osztéskez
[ 14]
E Sorszam X fix) Sniu3 Szorzé | Szorzd | Szorzd | c*fx) Sorszam x f(x) Sniu3 Szorzé | Szorzé | Szorzd | c*f(x;)
| 16 ] 0 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000
1 0,167 0,972] 0,972] 3,000 2,917 1] 0,038 0,999 0,999 3,000 2,996
3| 0,333 0,889 0,889 3,000] 2,667| 2| 0,077] 0,994 0,994 3,000] 2,982]
3 0,500} 0,750 0,750 2,000] 1,500] 3 0,115 0,987 0,987 2,000/ 1,973
4 0,667| 0,556 0,556 3,000] 1,667| Fl 0,154] 0,976 0,976 3,000/ 2,929)
5 0,833 0,306) 0,306 3,000 0,917 5 0,192 0,963 0,963 3,000 2,389
5| 1,000 0,000 0,000 2,000 0,000 8| 0,231 0,947 0,947 2,000 1,893
7] 1,167 -0,361 -0,361 3,000 -1,083 7 0,263 0,928 0,928 3,000 2,783
3| 1,333 -0,778] -0,778 3,000] -2,333 8| 0,308] 0,905 0,905 3,000] 2,716)
gl 1,500 -1,250] -1,250 1,000] 1,250 El 0,346 0,880 0,880 2,000/ 1,760)
10| 0,385 0,852 0,852 3,000 2,556
27 3 Suzm | 0,375 | 11 0,423 0,821 0,821 3,000 2,463
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5.5. Példa

Feladat:

Hozzunk létre egy olyan tablazatot, mely alkalmas arra, hogy egy megadott
figgvényt integraljon a felsorolt mddszerekkel egy makrd végrehajtasaval,
melyet egy gomb segitségével tudunk inditani. irjuk ki az 6sszes eredményt, a
vizsgalt fliggvényt pedig a makréban definidljuk! A futtatashoz a fliggvényt, az
alsd és felsd hatart illetve a részintervallumok szamat kell megadnunk, tovébba a
primitiv flggvényt, hogy szamitani lehessen a relativ hibdjat az egyes

algoritmusoknak.

Megoldas:

A végleges tablazat a kovetkez8képpen néz ki:

1

2

3

4

N Bemenet

58 Pelda faggveny:

7 Alsé hatar =
g Felsd hatar =
B Részintervallumok szama=
10 h=
11

N Szamitas

fix) =X+ 2X - 0.15

0,00
24
12
0,2

Ezen az excel tablazatban a kdldnbdzd numerikus integralasi modszerek megoldasait vetjlk dssze.

Ezeket az adatokat kell megadni.

szamitott |épéskéz

&8 A "Flggvény valtoztatasa" gomb elvisz a makréban oda, ahol a figgvényt definialjuk.
B8 Az "Integralas!" gombbal inditjuk el a makrét.

15

16 Figgveny valtoziatasa Integralas!

17

18 Eredmények

19 Fiiggveny alatti terliletek Relativ hibak [%]
20

21 Pontos érték 13,6944

22 Balkéz Szabaly 11,8896 13,179108
23 Jobbkéz Szabaly 15,6144 14020332
24 Trapéz modszer 13,7562 04206113
25 1/3 Simpson szabaly 13,6944 8,166E-07
26 3/8 Simpson szabaly 13,6944 1,302E-06

A megoldé6 program a kévetkez8képpen néz ki:
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Module 1:

Dim x(1000000) As Single, y(1000000) As Single
Sub Integrate()

'5 kiilonb6z8 numerikus integralasi médszer

'x - fiiggetlen valtozd array

'y - fuiggd valtozd array

'n - intervallumok szdma

'h - [épéskoz

'LB - alsd hatdr

'UB - felsd hatar

Dim n, i As Integer
Dim h As Double
'adatok beolvasasa
Ib = Cells(7, 3).Value
ub = Cells(8, 3).Value
n = Cells(9, 3).Value
h=(ub-Ib)/n
x(0)=1b

y(0) = F_of x(Ib)

Fori=1Ton 'x ésy array-ek [étrehozasa
x(i)=x(0)+h *i
y(i) = F_of_x(x(i))

Next i

Cells(21, 3).Value = (IF_of x(ub)-IF_of x(Ib))
Cells(22, 3).Value = LR(y, h, n)

Cells(23, 3).Value = RR(y, h, n)

Cells(24, 3).Value = TR(y, h, n)

Cells(25, 3).Value = SR(y, h, n)

Cells(26, 3).Value = S38R(y, h, n)

End Sub
Function SR(y, h, n)

SR = 0 'inicializalas
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Fori=2Ton Step 2

SR=SR+(h/3)*(y(i-2) +4 *y(i-1)+y(i))
Next i
End Function

Function TR(y, h, n)

TR = 0 'inicializalas

Fori=1Ton
TR=TR+(h/2)* (y(i-1) +y()
Next i

End Function
Function LR(y, h, n)
LR=0
Fori=zoTon-1
LR = LR + h * y(i)
Next i
End Function
Function RR(y, h, n)
RR=o0
Fori=1Ton
RR =RR +h * y(i)
Next i
End Function
Function S38R(y, h, n)
S38R =0 'inicializalas

Fori=3TonStep3

S38R=S38R+(3*h/8)* (y(i-3)+3*y(i-2)+3*y(i-1)+y(i))
Next i
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End Function

Function F_of_x(x)
'Ezt a figgvényt fogjuk integralni, melyet kézzel kell bevinni

F of x=x"3+2%x-0.15
End Function
Function IF_of x(x)

'Ez pedig a primitiv fliggvény, melyet szintén kézzel visziink be
IF of x=x"4/4+x"2-0.15% X

End Function

Module 2:

Sub Alter_funct()
' A fliggvény véltoztatasdhoz irdnyit a makré vonatkozd részéhez
'Az elhelyezett gombbal lehet aktivalni

Application.Goto Reference:="f of x"
Windows("integralas.xIsm'").Activate
End Sub

Sub Run_SR_Macro()
' Futtatjuk SR_Macro makrot.
' Az elhelyezett gombbal lehet aktivalni

Application.Run "'integralas.xIsm'lintegrate"
End Sub
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Az optimalizacié altalanos értelmezésében olyan problémak és megoldasok
Osszessége, melyek a rendelkezésre &ll6 er6forrasok legjobb (optimalis)
elosztasat teszi lehetévé. Maga az optimalizacié, mint problémakor, egy egész
tantargyat érdemelne, igy jelen fejezet éppen hogy csak megkaparja a felszint.

A hétkoznapi optimalizacids problémdk sordn linedris modellek haszndlhatdk,
melyek egyenletek és egyenl&tlenségek (kényszerek) alakjdban irhatdk fel. Az
ilyen problémdk tobbféleképpen is megoldhatdk, de az egyik legelterjedtebb
mddszer — melyet a programozasnal is hasznalnak - a simplex mddszer.

Egy megfelel6en kezelt modell akar t&bb ezer kényszert is tud kezelni egyszerre.
Ezt amddszert igen széles korben alkalmazzak: termelési tervek, szallitmanyozas,
raktdrozds, kozlekedés-modellezés, energiatermelés-optimalizalds, de akar
kdrosanyag-kibocsdtds minimalizaldsra is.

Az optimalizalas célja mindig egy f fliggvény optimalizaldsa (maximalizdldsa vagy
minimalizéldsa. igy f figgvény lesz a célfiiggvény.

A legtdbb optimalizacids probléma tobb valtozd dltal befolydsolt: x4, ..., x,.
Ezeket iranyitd valtozéknak hivjuk, mert mi hatdrozzuk meg 6ket, mi,,irdnyitjuk”.
Az optimalizalds-elmélet ezen x,...,x, paraméterek olyan meghatdrozasat
jelenti, mely az adott f fliggvény maximalis vagy minimalis legyen.

Viszont vannak olyan paraméterek, melyek nem valaszthaték meg szabadon, ezek
kényszerekként jelennek meg a modellben.

Mar ismert fogalmak egy fliggvény maximuma, minimuma (6sszegezve
extrémuma) egy teljes vagy egy rész-intervallumon.

Ezek alapjan, ha f fiiggvény differencidlhatd R intervallumon, és extrémuma van
X, pontban, akkor a parcidlis derivaltaknak o-nak kell lennie X, pontban. Ezt mar
elneveztiik anno gradiensnek:

Vf(Xo) =0 (6.1.)
Ez egy sziikséges, de nem elégséges feltétel, gondoljunk csak a nyeregpontra (pl.:
y =x%)
Az el8z6 problémak kikiiszobolése érdekében haszndlnak iteracids mddszereket,

a fals eredmények kikiiszobdlése érdekében. A legmeredekebb csékkenés /
gradiens mddszer ezen az elven nyugszik.
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A legmeredekebb csokkenés mddszere (alias ,,method of steepest descent” -
MSD) egy keresd irdnyos iterativ mddszer. Lényege, hogy megtalaljuk a f(x)
fliggvény minimumat djra és Ujra, egy g(t) fliggvény minimumdnak megkeresése
segitségével, egy (t) valtozét felhaszndlva:

Tegyulk fel, hogy f-nek minimuma van X,-ban, és mi x pontban kezdjik el a
vizsgdlatot. Aztdn megkeressiik f-nek egy minimumat kozel x-hez a — Vf(x)
irdnyban — ami a legmeredekebb irdnya f-nek x kortil:

z(t) = x —tVf(x) (6.2.)
Ahol minimuma van a kévetkezd fliggvénynek:
g = f(z(®) (63.)

Ezutdn z(t)-t vesszik alapul Xy-ig.

6.1. Példa:

Feladat:
Keressiik a kovetkezd fliggvény minimumat:
f@) = xf +3x3
A kiindulasi pont pedig legyen:
Xo = (6;3) = 61 + 3j

Megoldas:
1. Nyilvanvald, hogy f (x)-nek minimuma van 0-ban. Legyen:
Vf(x) = 2x10 + 6xyj
Amibdl:
z(t) =x —tVf(x) = (1 — 2t)x1i + (1 — 6t)x,j
g(@® = f(z(6)) = 1 — 26)%x7 + 3(1 — 6t)%xZ
2. gy szadmithatjuk a derivéltat:
g9'(®) =21 - 20)x%(—2) + 6(1 — 6t)xZ(—6)
Megadjuk g'(t) = 0-t, megoldjuk t-re:
. x? +9x2
2x% 4 54x3
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Vagyis ha végig megylnk x, = 6i + 3j-tdl, a

foglalhatjuk 6ssze az eredményeket:

N X
0 6,000 3,000
1 3,484 -0,774
2 1,327 0,664
3 0,771 -0,171
4 0,294 0,147
5 0,170 -0,038
6 0,065 0,032

Megjelenitve az algoritmus mikodését a kovetkezd

figgvénylink extrémumat:

t
0,210
0,310
0,210
0,310
0,210

0,310

kovetkez6 tablazatban

1-2t 1-6t

0,581 -0,258
0,381 -0,857
0,581 -0,258
0,381 -0,857
0,581 -0,258
0,381 -0,857

modon taldlja meg a

A linedris optimalizacié soran egy linedris fliggvénnyel/fliggvényekkel leirhaté
érték, mennyiség extrémumat akarjuk meghatdrozni. Amennyiben csak nem
negativ megolddsokat keresilink, mellékfeltételként egyenl&tlenségeket kell
definidlni. A feladat gyorsabb megértése érdekében értelmezziik egy példan

keresztll!
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6.2. Példa

Feladat:

Egy cég két fajta terméket gyart: S-t és L-t. Az S termék 40¢, az L 88¢. A gyartd
robotsorok id6korlatja a kdvetkez8: M1 robotsor 2 perc alatt gyart egy S-, és 8
perc alatt egy L terméket, M2 robotsor 5 perc alatt gyartja S-t, és 2 perc alatt L
terméket. Hatarozzuk meg, hogy melyik gép mit gyartson dranként, ha:

Megoldas:

z = f(x) = 40x; + 88x,

Az biztos, hogy x; és x, nemnegativ. Vagyis:
0) z = 40x,; + 88x,
1) 2x; + 8x, < minimum idé M1 —en
2) 5x; + 2x, < minimum id6 M2 —n
3) x4 =0

4) XZZO

Mivel csak két valtozénk van, igy a feladat megoldhaté grafikusan:

Ezeknél a feladatokndl nem megoldas, ha az egyik valtozét 0 értékre vesszik fel,

20

Zmax = 40 * 10 + 88 * 5 = 840€

0-10+88-5=840

0
40-12 =480
4
88-7.5=660

-
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May = o
¥ = 8y,
0

mivel kritikus a régid, amely értékeket az irdnyitd valtozdk felvehetnek

Tovabba a grafikus megoldas csak két valtozd esetén miikédbképes, és ez csak a

megoldandd feladatok kis szdzalékaban alkalmazhatd.

108



Visszatérve a kiinduldsi egyenlethez, a kdvetkezéképpen indulhatunk el:
2x1 +8x, < 60

E kifejezésbdl kbvetkezik, hogy a kévetkez6 mennyiség nem negativ:

x3 = 60 — 2x; — 8x,
Vagyis, az eredeti egyenlet atirhat6 a kdvetkezd alakba:

2xq +8x, +x3 = 60
Ahol

x3=0

Ezzel a mdvelettel becsempésztiik x; nemnegativ segédvaltozdt, hogy

segitségével az egyenldtlenségeket egyenletekké konvertdlhassuk. Az ilyen
vdltozdt tétlen valtozénak hivjuk.

Egy altaldnos linedris optimalizacidés probléma a kdvetkezd dltaldnos alakba
irhatd:
f=c1x1 + x5 + -+ cpxy (6.4.)
Az egyes kényszerekre behelyettesitve:
aj1Xx1 + -+ alnxn = b1
alel + -+ aann = b2
(65.)
Am1X1 + o+ AppXn = by
xiZO i=1,...,Tl
Minden b; elem nemnegativ (ha mégis az lenne, —1-gyel szorozni kell). x; elemek
tartalmazzak a tétlen véltozdkat is. Az egyenletek linedrisan fliggetlenek. Ekkor
ha értéket adunk n — m-ig valtozéknak, akkor a rendszer egyediilall6 médon
determinadlja a tobbit. Vagyis:
X% 20,..,x,20 (6.6.)
Ez a vdlasztas viszont nem teljesen szabad.
Egy n-szeres (x4, ..., X, )-t, mely kielégiti a kényszereket, megvaldsithaté pontnak,
megyvaldsithaté megoldasnak tekintjiik.
Egy megvaldsithaté megoldas pedig optimalis megoldas, ha a célfiggvény (f)
maximum lesz, az 6sszes megvaldsithaté megoldas koziil.

Altalanos megvalésithaté megoldas alatt olyan megvaldsithaté megoldést
értiink, amihez legaldabb n-m darab valtozd értéke o lesz x4, ..., x,, koziil. Vagyis az
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is kijelenthetd, hogy egy linedris optimalizacids probléma optimalis megoldasa
egyben egy altalanos megvaldsithaté megoldas.
Az el6z8 részbdl tovabb gondolva a problémat legyen adott egy linedris
optimalizacids probléma:
Maximalizaljuk:

zZ=f(x) =c1x1 + -+ Cpxy
Az alabbi kényszerekkel:

11X + o+ apnXy = by

az1X1 + -+ AoynXn = bz

Am1X1 + o+ ApnXn = by
x=20 i=1,..,n
Az optimalis megoldds megtalaldsdhoz 3altaldnos megoldasokat kell taldlni,
viszont ezekbdl tul sok van, igy valamilyen szisztematikus keresési mddszer
megtaldldsdra van sziikség. Ezt a mddszert nevezzik simplex mddszernek. A
modszer |épésenként vizsgdlia az dltaldnos megvaldsithaté megolddsokat,
mikdzben a célfiiggvény f folyton noveli értékét.

A kiindulasi feladatunkat tovabb gondolva:
z = 40x, + 88x,
2x1 +8x, < 60
5x; + 2x, < 60
X1 =0
X, =0

X3 és x, tétlen valtozdk bevezetésével az elsd két egyenldtlenség atalakithatd a
probléma normal alakjava:

z—40x; —88x, =0
2xq +8x, +x3 = 60
5x; + 2x, + x4, = 60
Ahol:
x120,...,x, =20

Ez egy linedris egyenletrendszer. Az optimalis megoldas megtaldlasahoz létre kell
hozni az indulé tablazatot.
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To= | O 2 8 1 0 60
0 5 2 0 1 60

Minden indulé tablazat kétféle valtozd x; -t tartalmaz. Alapvaltozék alatt azokat
az oszlopokat értjiik, melyekben csak egy nemzérus elem van. Vagyis esetiinkben
X3 €s x4 alapvaltozok, x; és x, pedig nem alapvaltozdk.

e Afelsd sort a primdl valtozdk elemei adjak

e Azalsé sorban a célfiiggvény egyiitthatdi helyezkednek el

e Jobb oldalon a készletvektor elemei vannak

Minden tabldzat tartalmaz egy altaldnos megvaldsithatd megoldast, melyeket a
nem alapvaltozdk nulldra allitadsdval lehet kifejezni.

Vagyis alap kivitelezhet6 megoldas:

60 60
x1=0; x,=0; x3=T=60; x4=T=60; z=0

kifejezve x3-at a tabldzat 2. sordbdl, x,-et a 3. sorabdl.

Az optimalis megoldas (helye és értéke) meghatdrozhatd pivotalds segitségével,
altalanos kivitelezhetd megoldasokkal egyre nagyobb z értékekkel, egészen
addig, mig maximum z elérésre nem kertil.

A pivot egyenlet és pivot valasztasa eltér a Gauss féle eliminacidonal megismerttdl,
mivel xq, x5, x3, x4 nem lehetnek negativ szamok.

A Simplex mddszer lIépései:

1. 1épés, A muivelet (primal oszlop kivalasztasa)

Kivalasztjuk a primal oszlopnak az elsd negativ értékkel biré oszlopot az elsd
sorbdl. (mi esetlinkben ez a 2. lesz, -40 értékkel).

1.B Mvelet: (primal sor kivalasztasa)

Elosztjuk a jobb oldalakat (60 és 60) a hozzatartozé bemenetekkel a mar
kivalasztott oszlopbdl (60/2=30 és 60/5=12). Primal egyenletnek kivesszik a
legkisebb kvdciensti egyenletet (mi esettinkben 5, mivel 60/5 a legkisebb).

1.C Mivelet: (eliminacié sorm(iveletekkel)

A primal alatt és f616tt kinulldzunk mindent.
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1 0 -72 0 8 {480

/[1.sor + 8 * 3. sor

/[2.sor-0,4 * 3.sor

2. Lépés

A kiszamolt dltalanos kivitelezhet6 megoldas még nem optimalis, mivel az 1.
sorban -72 szerepel. igy végre kell hajtani az A és C miiveletet még egyszer el
kell végezni, primal oszlopként a -72-t kivalasztva.

2.A muvelet:

Kivalasztjuk a 3. oszlopot T:-bél primalnak.

2.B mivelet:
36 , 60 .
—=5és—=30->7,2aprimdl
7,2 2

2.C mlvelet:

Sorok eliminalasa:

z Xq Xy X3 X4 b
0 10 4 840
0 0 7,2 1 -0,4 36
T2 =
0 5 0 ! ! 50
3,6 ,9

/] 1. sor + 10% 2. sor
[[3.sor —2[7,2% 2. sor

Vagyis x;1 és x, dltalanos, x3 és x, nem dltalanos. Utdbbiakat nullazva, T,-bdl
a megoldas:

50 36
X1=?:10; X :ﬁ

Ha minimalizalni akarunk és nem maximalizalni, akkor pozitiv értéket kell
venni a primalnak, nem negativat.

=5 x3=0; x,=0; z=840

Szerencsére nem mindig kell ezt a folyamatot végig csindlni, az Excel Solver-e
ebben is segitségiinkre van.




6.3. Példa

Feladat:

Tegylk fel, hogy fogyni szeretnénk, és optimalizalni kellene a fogyasztdsunkat.
Adott a kovetkez§ tablazat:

Sor Kolbdsz Palinka Zsemle
Kaldria (cal) 380 371 260 277
Szénhidrat (g) | 4,6 0 0 57,4
Fehérje (g) ) 18 0 9,2
Zsir (g) ) 32 0 0
Koltség (Ft) 250 500 300 30

A célunk, hogy egy minimum koltségvetésii diétat hozzunk létre legalabb 1000
kaldridt fogyasztva, 20 g-ndl kevesebb szénhidratot, legalabb 20 g fehérjét és
legaldbb 8 g zsir fogyasztva!l

Megoldas:

A megoldashoz a kdvetkezd Iépéseket hajtjuk végre:

1. Dontési valtoz6k megadasa

Az elején megadjuk azokat a valtozdkat, amire végeredményben majd
kivancsiak lesziink, tehat hogy mibdl mennyi fogyaszthatunk. Kezdjik
igazsagosan mindenbdl 1-et!

4 A 5 c | 0 | £

BN Déntési valtozk

Sér Kolbasz Palinka  Zsemle

Fogyasztés ‘ 1 1 1 1‘

I

A végeredmény persze nem feltétleniil egész szam lesz, de kiinduldsnak
megteszi.

2. Célfiiggvény meghatarozasa

Nincs optimalizacié célfiiggvény nélkiil (anélkiil csak érzésre — vagy anélkiil -
prébalkozunk, de tudomany semmi nincs benne!), igy meg kell adnunk, hogy
az optimalis diétanak mekkora a kéltsége. A 7. sort csak szimplan egyenldvé
tessziik a 3. sorral, mig a 8. sorba beirjuk a koltségeket az eredeti tablazatbdl.
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A 4 oszlop elemeit paronként kellene sszeszorozni, amit megadhatunk akar
igyis:

= B7*B8 + (7*C8 +D7*D8+ E7*E8

Persze sokkal elegansabb a kdvetkezd fliggvényt haszndlni:

= SZORZATOSSZEG(B7:E7;B8:E8)

Természetesen ezt a képletet B10o celldban fogjuk hasznalni.

Célfiiggvény
6 Sar Kolbasz Palinka  Zsemle
Fogyasztott 1 1 1 1
n Koltség 250 500 300 30
9
m Osszesen: ‘ 1080‘

Ekkor ki is jon egy tisztességes 1080 Ft-os Osszeg.

3. Kényszerek megadasa

Ezutan definidlnunk kell azt, hogy mit szeretnénk elérni a diéta sordn, vagyis
hogy a szoftver csak olyan megolddsokat keressen, amik az a&ltalunk
megadott feltételeknek eleget tesz!

Kényszerek

Sér |Ko|bész ‘Pélinka |Zsemle Osszesen Sziikséges
(E'8 Kaldria 380 371 260 277 1288 >= 1000

1B Szénhidrat 4,6 0 0 57,4 62 <= 20

1[N Fehérje 0 18 0 9,2 27,2 >= 20
Zsir 0 32 0 0 32 >= 8

Természetesen az Osszesen oszlop megaddsa a kovetkezdképpen alakul:
(F14)

=SZORZATOSSZEG($Bs$7:$E$7,B14:E14)

Mig H oszlopban megadjuk a maximum (minimum) értékeket.

4. Solver beillitasa

A solver ablak megnyitdsaval a kdvetkezd dolgokat kell beallitanunk:
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Ha

5.

Set Objective: 5hS10 25

To: ) Max (@) Min () Value Of: a

By Changing Variable Cells:

Bb33:5e53 5

Subject to the Constraints:

$F514 »= SHS14

$F515 <= SHS15 Add

$F$16 »= SHS16

SF517 == SHS17 Change

Delete

Reset All
Load/Save

Make Unconstrained Variables Mon-MNegative

Select a Solving Simplex LP A Options

Method:

Solving Method

Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear, Select the LP
Simplex engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver
problems that are non-smooth,

Cél cella megadasa: $B$10

Cél: minimum keresés (min) — lehet maximumot, minimumot vagy éppen
értéket definidlni

Bemend paraméterek: $b$3:$e$3 (amiket az elején megadtunk inputként)
Kényszerek megaddsa: ezt a hozzdadds gombbal tudjuk megadni
egyesével, ahol inputként definidljuk F14:F17 celldkat, a logikai
Osszefliggést, illetve célként pedig H14:H17 celldkat.

Solver megoldd algoritmus: Simplex LP

Megoldas - KLIKK!

177

mindent az el8irtak szerint csindltunk, akkor a Solver jelzi, hogy taldlt
megoldast, és 6 akkor le is cserélné a meglévd szamokat — azért j6 fej, hogy nem
csak ugy kérdés nélkiil teszi meg ezt. Persze fogadjuk el, és lassuk, hogy az idedlis
diétank 879 Ft-ba keriil, megihatunk 1,5 sort, és megehetiink hozzd egy negyed
zsemlét. Igazi kolis diéta...
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<< 10-20 soros ismertetd a kényv hatsé boritéjara>>

A jegyzet anyaga a BME Kozlekedésmérnoki és Jarmimérnoki Kar tantervéhez
igazodva a Mérnoki szamitdsok targy egyesitett elméleti és gyakorlati
segédanyaga. A jegyzet az alapvet6 numerikus mddszerek vildgdba ad
betekintést, az elméleti hatteret Excelben illetve Excel VBA-ban készitett
példakon keresztiil prébalja szemléltetni. A jegyzet a numerikus eljardsok soran
felmerilé hib3dk, azok eredetének és végeredményére valé hatdsanak
bemutatdsdval indul. Ezutdn kovetkeznek a gorbeillesztési eljarasok, melyek
alapvetden két f8 részre bonthatdk: regresszids eljarasok és interpolacids
mddszerek. Ezutdn a numerikus derivalds és integrdlas fejezetek kdvetkeznek,
végiil pedig egy linedris optimalizalasi eljaras: a Simplex mddszer. A jegyzetben az
elméleti hatteret szamos gyakorlati példa szemlélteti, melyek segitségével a
tuddsanyag sokkal kénnyebben elsajatithatd.
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